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Resumen

Se presenta el disefio de dos instrumentos de analisis enmarcados en una tesis doctoral,
centrada en el estudio del concepto de esperanza matematica en el aula de educacion
secundaria y su potencial para mejorar la comprension de la incertidumbre y el azar.
Estos instrumentos se aplicaron en el aula de 2° de Educacion Secundaria (12-13 afios).
El primero consiste en un juego de azar no equitativo que incorpora apuestas. El segundo
instrumento esta compuesto por cuatro juegos distintos, algunos equitativos y otros no,
donde se reemplaza la apuesta por un sistema de acumulacién de puntos. La aplicacion
de estos instrumentos reveld que los estudiantes, incluso sin instruccidn previa en
probabilidad, muestran capacidad para tomar decisiones basadas en los elementos
propios del concepto de esperanza matematica. No obstante, se identificaron ciertas
limitaciones en los instrumentos para discernir el enfoque de probabilidad especifico o el
razonamiento probabilistico empleado por los estudiantes. Se analizara el alcance y las

limitaciones de estos instrumentos en relacion con el propdsito de la investigacion.
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Abstract

The design of two analytical instruments is presented, framed within a doctoral thesis,
focused on the study of the concept of expected value in the secondary education
classroom and its potential to improve the understanding of uncertainty and chance.
These instruments were applied in the second year of secondary education (12-13 years
old). The first was an unfair game of chance incorporating bets. The second instrument
consisted of four different games, some fair and others not, where betting was replaced
by a point accumulation system. The application of these instruments revealed that
students, even without prior instruction in probability, demonstrate the ability to make
decisions based on the elements inherent to the concept of expected value. However,
certain limitations were identified in the instruments for discerning the specific probability
approach or probabilistic thinking employed by the students. The scope and limitations

of these instruments will be analyzed in relation to the purpose of the research.

Keywords: expected value, secondary education, fair game, probabilistic thinking.
Introduccion

La alfabetizacion estadistica y probabilistica es una competencia esencial en la sociedad actual
en la que diariamente recibimos una gran cantidad de informacion que de forma continua exige
la toma de decisiones informada (Alsina y Garcia-Alonso, 2023). Es mas, nuestro entorno esta
regido por situaciones dadas en entornos de incertidumbre en las que la toma de decisiones
necesita del conocimiento probabilistico (Estrella et al., 2023). A pesar de que la mayoria de los
curriculos incorporan estos conocimientos desde finales del siglo pasado, la probabilidad se
aborda con un enfoque dirigido a la cuantificacion de la probabilidad sin considerar otras ideas
fundamentales que también forman parte de la alfabetizacion probabilistica (Garcia-Alonso et
al., 2025).

La probabilidad surge a partir del estudio de los juegos de azar y entre otras razones, su estudio
busca profundizar acerca de la equitatividad de los juegos, el tamafio de las apuestas y el

reparto de las ganancias entre los jugadores que intervienen (Guerrero et al., 2017). Asi el
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concepto de juego equitativo, entendido como el equilibrio entre la probabilidad de ganar de
cada jugador y su ganancia esperada en el juego (Hernandez-Solis et al., 2021), involucra dos
elementos: la probabilidad de ganar de cada jugador y los valores de la apuesta o ganancia.
Estos elementos determinan el concepto de esperanza matematica, concepto poco explorado

y del que existen pocas investigaciones previas.

En este trabajo se presenta el disefio y analisis de dos instrumentos empleados para analizar
las intuiciones que presenta el alumnado de secundaria ante la toma de decisiones en
situaciones de incertidumbre determinadas por juegos de azar y el rol de los elementos que
intervienen en la nocién de esperanza matematica en su eleccion. Con ello se pretende dar

respuesta a las siguientes preguntas de investigacion:

- ¢Queé fortalezas y debilidades presenta el instrumento de anélisis de las concepciones
de esperanza matematica de estudiantes de secundaria basado en una apuesta?
- ¢Qué aspectos debe presentar un instrumento no centrado en la apuesta y que aborde

las concepciones de esperanza matematica para estudiantes de secundaria?
Marco conceptual

La alfabetizacion probabilistica se entiende como el conocimiento necesario para “acceder,
utilizar, interpretar y comunicar informacion e ideas relacionadas con la probabilidad, con el fin
de participar y gestionar eficazmente las demandas de las funciones y tareas que implican
incertidumbre y riesgo del mundo real” (Gal, 2012, p. 4). Es por ello necesario construir en los
escolares los conocimientos que permitan la toma decisiones en condiciones de incertidumbre
con argumentos basados en la probabilidad (Batanero, 2005). Una estrategia para ello es el
andlisis de juegos de azar (dados, monedas, ruletas), que facilita la comprension del azar
(Canfizares et al, 2004), el estudio de su naturaleza impredecible y la necesidad de contar con

herramientas probabilisticas que permiten la toma de decisiones (Batanero et al., 2019).

Esta idea justifica el disefio del instrumento Juego de apuestas, el cual se trata de un juego de

azar que involucra distintas composiciones probabilisticas ademas de incorporar apuestas entre
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jugadores, siendo este un elemento que puede poner en relieve una aversion del riesgo

(Borovcnik, 2020) en la toma de decisiones del alumnado.

Estudios como el de Guerrero et al. (2017), con estudiantes de Bachillerato (16 afios), muestran
que ante una situacion no equilibrada sobre la que decidir la opcién mas favorable, son capaces
de llegar a la respuesta mediante el calculo de la esperanza matematica. Pero, incluso con
estudiantes de educacion primaria con edades entre 5 y 10 afios (Schlottmann y Anderson,
1994), se ha comprobado que son capaces de comprender algunos componentes basicos del
concepto de valor esperado, considerando tanto la probabilidad de ganar como el valor del
premio para tomar decisiones. O la investigacion de Lapidow y Bonawitz (2023), quienes con
escolares de edades semejantes comprobaron que muestran comprension intuitiva del valor
esperado cuando se trata de evaluar situaciones de incertidumbre. Ademas, cuando tomaban
decisiones en estos juegos de azar, los escolares eran capaces de considerar otros aspectos

y no sélo la probabilidad.

Las investigadoras Lapidow y Bonawitz (2023) utilizaron el juego de azar What’s in the box, un
juego que no involucra apuestas y que se propone a estudiantes de educacion primaria (5 - 10
afios). En él, los estudiantes deben elegir entre dos conjuntos de cajas: uno con contenido
conocido (con 2 canicas en cada una) y otro conjunto con un contenido desconocido. En ambos
casos se ganan las canicas que contenga la caja elegida. Con este experimento, se evidencio
la hipotesis de que los nifios consideraban aspectos que van mas alla de la incertidumbre al

tomar decisiones de exploracion.

De igual forma, la investigacion desarrollada por Serradd (2018) propone el juego Integer
Addition Bingo compuesto por cartas con diez niumeros grabados comprendidos entre el -10'y
el 10. Los estudiantes debian tachar el numero de la carta cuando lograban alguno de los
valores tras la suma de dos numeros aleatorios que genera una plataforma digital y que estaban

comprendidos entre el -5 y el 3.

Las investigaciones anteriores fundamentan el instrumento Las fichas misteriosas formado por

juegos equitativos 0 no en los que no contemplen la idea de apuesta, con los que analizar las
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ideas intuitivas de los estudiantes sobre la toma de decisiones y su relacion con el concepto de

esperanza matematica.
Instrumento 1: Juego de apuestas

Diseno del instrumento

El instrumento Juego de apuestas consiste un juego de azar que involucra apuestas entre
jugadores. Este consta de una urna compuesta por 20 bolas, de las cuales 12 son blancas y las
8 restantes negras. El juego se desarrolla entre dos jugadores de modo que el jugador 1 apuesta
una cantidad de 200€ a obtener una bola blanca y el jugador 2 apuesta una cantidad de 100€
a obtener una negra (Figura 1). El juego consiste en extraer una bola de la urna teniendo en
cuenta que, si la bola extraida es blanca el jugador 1 recuperara su apuesta y ganaréa los 100€
que ha apostado el jugador 2, perdiendo este, dicha cantidad, mientras que si la bola extraida
es negra entonces el jugador 1 perdera los 200€ que ha apostado siendo en este caso el jugador
2 quien gane dicha cantidad y recupere su apuesta de 100€. Analizando la composicion y disefio

del juego vemos que se trata de un juego favorable para el jugador 2, con una esperanza

N

matematica de +20€.

Apuesta Ganador
- 200a®
Jugador 1= | C: - 2005 + = mo
= 1m0 :> “l o
Jugador2—=) %,

Figura 1. Disefio Juego de apuestas (Elaboracion propia).

Una vez introducido el juego, el alumnado tendré que responder de manera razonada a tres
preguntas con las que se va a analizar el razonamiento empleado y el rol de la esperanza

matematica en su toma de decisiones. Las preguntas planteadas son: 1) En una sola jugada,
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¢,qQué jugador elegirias?; 2) Si se realizan 5000 jugadas, ¢qué jugador escogerias?; 3) ;Como

cambiarias los datos iniciales para que ningun jugador tenga ventaja?

Las dos primeras preguntas se han planteado para analizar los elementos en los que el
alumnado centra su razonamiento a la hora de tomar decisiones, es decir, si se centran en la
probabilidad, en la ganancia y pérdida o si por el contrario tienen en cuenta ambos elementos.
En la segunda pregunta se ha incrementado el numero de jugadas realizadas analizando asi
como influye el niumero de jugadas en su razonamiento. En la dltima pregunta se busca ver qué
estrategias sigue el alumnado para convertir un juego definido como no equitativo en uno que
si lo sea. En esta pregunta se puede manifestar el sesgo de equiprobabilidad en el

razonamiento seguido por los estudiantes (Lecoutre, 1992).
Fortalezas y debilidades

El instrumento Juego de apuestas es un instrumento de facil implementacion puesto que no
requiere de manipulacion ni preparacion previa, unicamente debemos asegurarnos de que todo
el alumnado comprende su funcionamiento una vez introducido en el aula. Por otro lado, el
analisis de las respuestas dadas por el alumnado permitira comprobar si el alumnado es capaz
de razonar en un entorno de incertidumbre en el que se debe tomar decisiones segun el valor
que toman los elementos que intervienen en la nocidn de esperanza matematica (probabilidad
y ganancia o pérdida). Por otro lado, el instrumento disefiado se centra en el concepto de las

apuestas entre jugadores, contexto poco apropiado para el aula de secundaria.

Por ultimo, hay que tener en cuenta que la ultima pregunta planteada pide una Unica estrategia
para convertir un juego no equitativo en uno que si lo sea, pudiendo el alumnado igualar la
probabilidad y ganancia o pérdida de ambos jugadores, lo que limitaria la aparicidn de diferentes
estrategias en el razonamiento seguido por el alumnado. Si esto fuera asi, se realizaria una
mejora de esta ultima pregunta pidiendo al alumnado desarrollar dos modificaciones diferentes
del juego, obligandoles de este modo a aplicar distintos razonamientos para convertir el juego

en equitativo.
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Instrumento 2: Las fichas misteriosas

Diseno del instrumento

El instrumento Las fichas misteriosas es una modificacion del instrumento anterior a partir de
los juegos empleados en otras investigaciones como What's in the box (Lapidow y Boawitz,
2023) o Integer Addition Bingo (Serradd, 2018) y que, entre otras caracteristicas, no involucra
apuestas entre jugadores. Este instrumento esta compuesto por cuatro juegos de dos
jugadores, en los que cada uno tendra asignadas cuatro fichas, salvo el Juego IV, en el que un
jugador tendra cuatro y otro jugador ocho fichas. Ademas, cada una de las fichas tendra
grabado un numero comprendido entre el -10 y el 10. Por lo que, se diferencian en la

probabilidad y esperanza matematica que presenta cada uno de los jugadores.

En el Juego | ambos jugadores presentan las mismas fichas de juego, con esto nos referimos
a que ambos jugadores dispondran de un conjunto de fichas idéntico (Figura 2), por lo que
ambos jugadores presentaran la misma esperanza matematica. Con este primer juego se busca

que el alumnado se familiarice con la dinamica del juego.

JUEGO |
AN NVANLN
OIOIONIO),

1 1 1 1
EJ1) =E(J2) =10 +(=5) 7 +1-3+(-6)- =0

Figura 2. Composicion Juego | (Elaboracion propia).
En el Juego Il ambos jugadores dispondran de la misma cantidad de fichas, sin embargo, el
valor de cada una de ellas diferira, de este modo ambos jugadores presentaran la misma
probabilidad, pero distinta esperanza matematica (Figura 3). En su disefio vemos que el jugador
1 contiene una ficha con una ganancia relevante (+9) con respecto al conjunto del jugador 2,
quien a su contiene la ficha con mayor pérdida (-7). De igual modo, el jugador 1 tiene mayor
probabilidad de perder puntos (1/2), mientras que el jugador 2 tiene una probabilidad de 3/4 de
no perder puntos. Aun asi, la esperanza matematica del jugador 1 es de +1, superior a la del

jugador 2, que es igual a +3/4.
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JUEGO Il
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Figura 3. Composicion Juego Il (Elaboracion propia).
La composicion del Juego lll es similar a la del juego descrito anteriormente, sin embargo,
muestra algunas diferencias en cuanto a las ganancias y pérdidas que presenta cada uno de
los jugadores (Figura 4). En este caso el jugador 2 es quien contiene a su vez en su conjunto
la ficha de mayor valor (+10) y la de menor valor (-7), sin embargo, la esperanza matematica
del jugador 1 es superior, siendo esta igual a +3. Si nos detenemos a analizar la probabilidad
de ganar puntos de cada conjunto vemos que la del jugador 1 es superior (3/4), mientras que

la probabilidad de perder puntos es la misma (1/4) en ambos jugadores.

VANV ANVANVEN
OIOIOIO

51)751 6—1 31 (2)1
V= ato gt gt 4
1

=3

1 1 1
EU2) =102+ (=7)- 7 +5-7+0- =2

Figura 4. Composicion Juego lll (Elaboracion propia).
El Juego IV se ha disefiado de modo que ambos jugadores presenten la misma esperanza
matematica, pero diferente probabilidad. En este caso el jugador 1 dispondra de cuatro fichas
de juego, la mitad de las que dispondra el jugador 2 quien en su caso dispondra de un total de
ocho fichas de juegos (Figura 5). Analizando individualmente la construccién del juego vemos
que el jugador 1 contiene la ficha con la mayor ganancia de puntos (+10), mientras que el
jugador 2 contiene la ficha con mayor pérdida de puntos (-6). Asi mismo, la probabilidad de

ganar puntos del jugador 1 es igual a 1/2 siendo menor que la del jugador 2 (5/8).
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Figura 5. Composicion Juego IV (Elaboracion propia).

La dindmica de juego sera la misma en cada uno de los juegos que componen el instrumento.
Cada jugador situara sus fichas de juego bocabajo en su mesa. A continuacion, seleccionara
de manera aleatoria una de ellas, le daré la vuelta y apuntara el valor que tiene inscrito en la
hoja de recogida de datos (Figura 6). Seguidamente situara la ficha bocabajo junto al resto de
fichas de juego y las mezclara. Este proceso lo repetira cada jugador de manera alterna hasta
completar un total de diez rondas. Una vez finalizadas, ganara el jugador que mayor
acumulacion de puntos haya obtenido.

Identificacién:

Puntos obtenidos Puntos acumulados

Circulo

Partida Triangulo Circulo Triangulo

1

2

3

Figura 6. Ficha de recogida de datos (Elaboracion propia).

Dinamica de aula

Para introducir el instrumento Las fichas misteriosas en el aula, inicialmente se dividira al
alumnado en parejas. A continuacion, se les pedira que elijan un jugador (tridngulos o circulos)
y se les entregara las fichas que componen el instrumento correspondiente al jugador
seleccionado. Una vez repartidas las fichas se procedera a explicar en qué consiste el juego,
asegurandonos de que se ha comprendido. A continuacion, se les entregara una hoja que

contiene la composicion del Juego |, de modo que cada estudiante tendra que coger unicamente
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las fichas que se indican y posicionarlas frente suya bocabajo. Seguidamente comenzara a

jugar anotando los resultados obtenidos en la ficha de recogida de datos correspondiente.

Una vez manipulado este primer juego se pasara a la entrega de la hoja de composicion de los
Juegos Il y lll. Estos se repartiran de manera alterna a cada una de las parejas, de modo que
la mitad de las parejas jugara al Juego Il y la otra mitad al Juego IIl. Una vez finalizada su
manipulacion se repetira la dinamica con el Juego IV. En todos y cada uno de los juegos en los
que ha participado el alumnado se rellenara la ficha de recogida de datos mencionada

anteriormente.

Al finalizar la manipulacion de los distintos juegos, se realizara una reflexion final. Para ello se
le entregara al alumnado una ficha compuesta por cuatro preguntas, las cuales tendran que
contestar de manera individual y con las que se busca analizar el razonamiento empleado
identificando los elementos en los que se centran en su toma de decisiones, es decir, si se
centran en la experiencia dada por la manipulacion del juego o si van mas alla incorporando
alguno de los elementos que intervienen en el concepto de esperanza matematica. Las
preguntas planteadas son: 1) Si tuvieras que elegir un juego, ;qué juego elegirias? ;Qué
jugador preferirias ser? ;Por qué?; 2) Si se realizaran 5000 partidas, ¢qué juego preferirias?
¢ Qué jugador preferirias ser? ;Por qué?; 3) Sabiendo que un juego es equitativo cuando ningun
jugador tiene ventaja frente al otro, ¢consideras que todos los juegos son equitativos? Indica
cuales si y cuales no.; 4) Elige un juego no equitativo e indica qué cambios harias para que

ahora los dos jugadores tengan las mismas oportunidades de ganar.

En la primera pregunta, el alumnado tendra que decidir y justificar cual es el juego mas
favorable. Se pretende conocer si su justificacion se basa en el valor de la probabilidad, en los
valores de las fichas o en otra razon, como puede ser el valor de los resultados de la partida
(experiencia). La segunda pregunta pretende indagar cdmo influye en la decisidn del alumnado
el numero de partidas realizadas. La tercera pregunta indaga sobre qué considera el alumnado
que es un juego justo y cdmo lo justifica. Y la ultima pregunta pretende conocer las estrategias

seguidas por el alumnado para equilibrar un juego que, a priori, es considerado no justo. En las
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preguntas tres y cuatro se tendra presente la posibilidad de darse el sesgo de equiprobabilidad

en la respuesta de los estudiantes (Lecoutre, 1992).
Fortalezas y debilidades

Al igual que primer instrumento, con el instrumento Las fichas misteriosas buscamos distinguir
los elementos involucrados en el concepto de esperanza matematica (probabilidad y ganancia
0 pérdida) en el razonamiento seguido por el alumnado, pero en este caso sin incorporar la
apuesta entre jugadores. Este instrumento se ha disefiado de manera que el alumnado pueda
manipular el juego fisicamente, lo que puede generar la aparicion de una nueva variable de
analisis, la experiencia, en la que se incorporan razonamientos tales como el resultado de la
partida o la alusion a la diversion. No obstante, pese a que la manipulacion del juego enriquece
la dinamica de aula y la comprension del juego, requiere un mayor tiempo en su
implementacion, factor a tener en cuenta a la hora de llevarlo al aula, puesto que puede generar

una falta de tiempo en la reflexion final del alumnado.
Conclusiones

A lo largo de este estudio se ha analizado un instrumento utilizado para observar los aspectos
relacionados con la esperanza matematica en estudiantes de secundaria que se basa en una
apuesta. El estudio de las fortalezas y debilidades de este instrumento nos ha permitido
desarrollar un nuevo juego que, sin incorporar la apuesta, permite el analisis de distintas
situaciones equilibradas y no equilibradas, con las que abordar las ideas intuitivas acerca de la

esperanza matematica.

Por otro lado, como posible limitacion, encontramos que es un instrumento que requiere de un
mayor tiempo en su implementacion en el aula, pero se considera que la variedad de juegos

que ofrece permitira observar una mayor riqueza en las respuestas del alumnado.

La esperanza matematica es un concepto que implica, no so6lo el conocimiento de una
herramienta de calculo de riesgo, sino que ofrece la posibilidad de introducir situaciones de
incertidumbre que potencie en el alumnado el razonamiento probabilistico, que en esencia es

muy diferente a otro tipo de razonamiento matematico.
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