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Resumen

Definir el sentido numérico no ha sido una tarea sencilla y mucho menos el que
los profesores tengan claro como identificar su uso al examinar la forma en la cual
sus estudiantes resuelven tareas numéricas, o bien como disefar actividades que
promueven aspectos vinculados con ese constructo. En este articulo se
proporciona una caracterizacion del sentido numérico acerca de los numeros
reales y ejemplos de su uso para reconocer como estudiantes de primer afio de
bachillerato —jovenes de 15 y 16 afios de edad— lo emplean al resolver problemas
y hacer calculos. Los resultados muestran que a través de las decisiones tomadas
para estructurar la resolucion de una tarea numeérica se puede valorar el uso del
sentido numérico que no se limita a utilizar conocimientos sobre los niimeros,
sino que hay consideraciones que se sustentan en conexiones cognitivas de las
experiencias del empleo de los nimeros.

Palabras clave: sentido numérico acerca de numeros reales, estudiantes de
bachillerato.

Abstract

Defining number sense has not been an easy task, much less for teachers to be
clear about how to identify its use when examining the way in which their students
solve numerical tasks, or how to design activities that promote aspects related to
this construct. This article provides a characterization of number sense about real
numbers and examples of its use to recognize how high school freshmen —15 and
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16 years old— use it when solving problems and doing calculations. The results
show that through the decisions made to structure the resolution of a numerical
task, the use of number sense can be assessed, which is not limited to using
knowledge about numbers, but there are considerations that are based on cognitive
connections of experiences of the use of numbers.

Keywords: real numbers’ number sense, high school students.

Introduccion

De acuerdo con documentos oficiales, por ejemplo, NCTM (2000), SEP
(2020), BOE (2007) el sentido numeérico es un rasgo deseable que los estudiantes
deben desarrollar durante su formacidn basica e intermedia, es decir, hasta el nivel
medio superior —alumnos de 15 a 18 afios de edad—. Sin embargo, la realidad es
diferente a lo esperado en los documentos oficiales, la mayoria de los jévenes que
ingresan al nivel medio superior, incluso de los que egresan, carecen de una buena
comprension de los nimeros reales y la habilidad para usarlos (Scaglia, 2000;
Castafieda, 2011; Vega-Castro, Molina y Castro, 2012). Esto puede estar
relacionado con el hecho de que la reflexion sobre los objetos matematicos que se
estan usando conforme se avanza en los grados académicos disminuye. Es decir,
en primaria se dedican los seis afios para aprender a usar los numeros naturales,
tres a emplear decimales y fracciones; luego en secundaria, tres afos al estudio de
nimeros enteros y supuestamente a ampliar conocimientos sobre decimales y
fracciones. Pero al ingresar al bachillerato se espera que los estudiantes sepan usar
numeros reales, introducidos con timidez en la educacion anterior, sin una previa
consideracion de semejanzas y diferencias de las propiedades de este sistema

numeérico con respecto a los otros.

Aunado a esta situacion, se tiene el hecho de que no es facil identificar el
uso del sentido numérico en las tareas que hacen los alumnos, por ello plantear

actividades para desarrollarlo es un reto para los profesores.

44



Garrido-Adame, V.; Figueras, O.; Martinez-Ortega, M.

La investigacion descrita en este documento forma parte de un estudio mas
amplio, en el cual se pretende desarrollar el sentido numérico de estudiantes del
nivel medio superior acerca de los nameros reales y fortalecer aquel relacionado
con los elementos de los otros sistemas numéricos. En este articulo, se exponen
los avances logrados hasta el momento para responder la pregunta ;Coémo
caracterizar el sentido numérico acerca de los nimeros reales? El propdsito
principal es mostrar como se puede usar la caracterizacion propuesta para notar el
uso que los estudiantes hacen del sentido numérico acerca de los nameros reales.
Dicha caracterizacién se describe en la siguiente seccion y en el resto de la

indagacion se toma como marco de referencia.

Una caracterizacion del sentido numérico acerca de los numeros reales

Varios investigadores han propuesto definiciones que fueron modificadas
por otros con la intencion de esclarecer qué se debe entender por sentido
numeérico. Greeno (1991) lo definid como una ‘expertez’ cognitiva, es decir, como
el conocimiento que resulta de una actividad extensa a través de la cual las
personas aprenden a interactuar exitosamente en diversos dominios conceptuales.
Sowder (1992a) define el sentido numérico como una red conceptual bien
organizada que le permite a uno relacionar las propiedades de los nimeros y las
operaciones, asi como resolver problemas numéricos de formas flexibles y
creativas. Para Marshall (1989) el sentido numérico es la riqueza de conexiones

del conocimiento matematico.

Las tres definiciones anteriores en su momento tuvieron gran aceptacion
por parte de la comunidad cientifica, empero son muy generales. Un investigador
puede imaginar la ‘expertez’, la red conceptual o la riqueza de conexiones; pero

observar ese tipo de cosas en el aula no es tarea facil, por ello, para este estudio
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se decidio caracterizar el sentido numérico acerca de los numeros reales de forma
mas operativa. Después de analizar otras definiciones planteadas en
investigaciones previas (ver por ejemplo Almeida et al., 2014; Reys, 1994;
Lowenhielm et al., 2017) se lleg6 a la conclusion de que lo més conveniente era
formular una definicion que explicitamente hiciera referencia a los niimeros
reales, la propuesta fue la siguiente: El sentido numérico es el conjunto de
conocimientos y habilidades acerca de los numeros reales que usa una persona
para hacer juicios matematicos y desarrollar estrategias numeéricas al resolver

problemas que involucren esos numeros.

Los conocimientos estan relacionados con las propiedades de los niumeros
reales, asi como las de aquellos subconjuntos numéricos que contienen: naturales,
enteros y racionales. Las habilidades son sobre su uso, las diferentes formas de
representarlos y la capacidad de pasar de una forma a otra seglin las demandas de

las situaciones en las que aparecen.

Las habilidades propuestas para la investigacion que se desarrolla son 15y
se describen en los siguientes parrafos. Las primeras diez tienen como base los
comportamientos que demuestran la presencia del sentido numérico sugeridos por
Sowder (1992b). En el trabajo de Sowder, enfocado en actividades de educacion
primaria y secundaria, generalmente se da prioridad a los nimeros naturales,
enteros y racionales; como el foco de interés de esta investigacion es el sentido
numérico acerca de los nimeros reales, se hicieron modificaciones y adaptaciones
a esos comportamientos para que fueran mas apegados al tipo de tareas que hacen
los estudiantes del nivel medio superior, asi como a las caracteristicas de los

numeros reales.

1. Habilidad para componer, descomponer y recomponer numeros. Esta

habilidad se refiere a escribir los numeros de diferentes formas, en el caso de
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niimeros reales por ejemplo: V40 = ,/4(10) = \/4(2)(5) = /8(5) = V85 y también
2710 = V2210 = V410 = ,/4(10) = V40.

2. Habilidad para identificar cudl representacion de un numero es mads
conveniente que otra. Reconocer cudl representacion de un nimero es mas Util en
una tarea, quiere decir que el estudiante puede determinar que representacion de

un numero le facilitaria la tarea que desea hacer. Por ejemplo, en el caso de los

, 11, o :
numeros reales para hacer la adicion 5 +es util escribir el primer sumando

\/E J4 /4 .
como —- para hacer el calculo con maés eficacia.

Las habilidades 3 y 4 que se describen a continuacion estan relacionadas

con el tamano relativo de los nameros.

3. Habilidad para comparar numeros. La comparacion de numeros

generalmente se lleva a cabo por pares, ejemplo: ;qué niimero es mayor V6 o 2?

4. Habilidad para ordenar numeros. La habilidad anterior se requiere para
ordenar nimeros, empero hay otras acciones involucradas en este proceso, por
ejemplo, en el orden —v20 < —3.9 < =¥ < —2 < 0 < 2 se involucraron mas de dos

comparaciones y el uso de diversas representaciones de los nimeros.

5. Habilidad para lidiar con el orden de magnitud de un numero en
situaciones concretas. Esta habilidad estd conectada, entre otros aspectos, con
determinar qué cantidades pueden ser despreciables o no, segun la situacién en la
que se usen los nimeros. En otro ejemplo, usando notacion cientifica, el orden de
magnitud de 5 X 10% es muy diferente al de 5 X 10°, una situacion similar
concierne a numeros muy pequeilos que aparecen por ejemplo en unidades

asociadas con magnitudes fisicas, 0 medidas de microorganismos.
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6. Habilidad para usar puntos de referencia. Los puntos de referencia
(benchmarks, en inglés) son valores que se toman como punto de partida para

localizar un numero en la recta real, hacer calculos, estimaciones o juicios e

. . o . . 1
inferencias cuantitativas. Por ejemplo, si tomamos en cuenta que > = 0.5 entonces
9 . .
se puede asegurar que Tg S mayor que 0.5, también se tiene que V170 + V180 >

26 porque V169 = 13.

7. Habilidad para vincular simbolos de operacion y relacion de manera
significativa. En este estudio, esta habilidad se va a asociar con hacer operaciones
y reconocer su jerarquizacion. Ademas de poder escribir desigualdades entre los
numeros de manera correcta, pues algunos estudiantes son conscientes de que 3
es mayor que —2 pero escriben 3 < —2 porque confunden el signo de mayor que

con el de menor que.

8. Habilidad para reconocer los efectos de las operaciones en los numeros.
Esta habilidad abarca una variedad amplia de situaciones, tales como: notar que
la divisiéon no en todos los casos reduce al numero que se dividid, que la

multiplicacion de dos niumeros negativos es mayor que cero, que si multiplicas

por una expresion numérica conveniente igual a 1, por ejemplo 1 = 7S¢

conserva el nimero que se tenia, pero con una representacion que te permite hacer

operaciones con mayor facilidad.

9. Habilidad para hacer cdlculos mentales mediante estrategias propias.
Esta habilidad tiene su origen en el calculo flexible; existen ocasiones en las que
se requiere conocer el resultado exacto de una operacion, pero eso no significa

que forzosamente debe provenir de un proceso formal o riguroso.

10. Habilidad para hacer estimaciones. Al hacer estimaciones intervienen
varios conocimientos sobre los nimeros; pero también hay que incorporar
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aquellos acerca de la medicion, para considerar ambos tipos de estimacion, en
calculo y en medida. Estimar una longitud, area, volumen o numero de elementos

en un conjunto esté relacionado con el uso de los numeros.

Las habilidades 11, 12, 13 y 14 fueron propuestas considerando las
principales dificultades que enfrentan los estudiantes de nivel medio superior al
usar los numeros reales, estos escollos fueron observados en la practica docente

de una de las autoras.

11. Habilidad para valorar la razonabilidad de los resultados obtenidos al
resolver problemas, o bien al hacer cdlculos. Esta habilidad se refiere a
reflexionar sobre la idoneidad de la respuesta segtin el contexto; por ejemplo, si
se esta resolviendo un problema relacionado con edades, la solucién no puede ser
un numero negativo, o si se desea saber cuantas personas caben en un autobus, el

resultado no puede ser un nimero decimal o una fraccion.

12. Habilidad para ubicar numeros en la recta numérica. Ubicar nimeros
en la recta es indispensable para graficar funciones o lugares geométricos en el
plano cartesiano. Requiere saber, por lo menos, que a la derecha del cero los
numeros aumentan a medida que se alejan de ese punto y a la izquierda

disminuyen conforme se alejan de ese niimero.

Sowder (1992a) defini6 un ‘hecho dado’ como aquella informacion que es
necesario memorizar o tener presente aun cuando no se tenga una explicacion
formal al respecto o no se haya comprendido su significado. Por ejemplo, 1! = 0
0 10° = 1, aunque se tenga una demostracién matematica de estas igualdades es
suficiente que los alumnos y las alumnas las acepten como ciertas. La habilidad
13 no fue propuesta por la autora, sin embargo, la definicion de ‘hecho dado’

contribuy0 a su propuesta.
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13. Habilidad para reconocer hechos dados. Algunos estudiantes de nivel
medio superior no identifican a m 0 e como numeros cuando estan incluidas en
una expresion algebraica y los llegan a confundir con otra incégnita o variable.
Por otro lado, expresiones como sen(60) o In(5) son interpretadas como
productos e incluso hay quienes creen que se pueden separar. Por eso es
importante que los estudiantes reconozcan ‘hechos dados’, como el que  y e son
nameros conocidos, aunque estén representados por una letra o que tan(45), asi
tal y como estd, es la representacion de un nimero y no solo lo que esté dentro del

paréntesis.

14. Distinguir semejanzas y diferencias entre las propiedades y
caracteristicas de los distintos sistemas numéricos. Esta habilidad se refiere a que
se sea consciente del tipo de niumeros que se usan y que algunas propiedades no
se comparten con numeros de otros sistemas, por ejemplo, la densidad es una
propiedad que comparten los nimeros racionales y reales, pero no la comparten

los naturales y enteros; sin embargo, estos Ultimos si tienen antecesor y sucesor.

15. Habilidad para autorregularse. Esta habilidad fue propuesta por
Resnick (1989). Autorregularse se refiere a que una persona debe reconocer
cuando en un procedimiento es mejor detenerse e iniciar otro camino para
encontrar la solucion. Esta habilidad se puede relacionar con el sentido numérico,
porque si se espera que los alumnos hagan calculos flexibles o estimaciones, es
necesario que noten las ventajas o desventajas de lo que estan haciendo para
decidir si requieren un procedimiento formal o pueden continuar en la direccion

que han tomado para resolver un problema.
Como notar el uso del sentido numérico acerca de los numeros reales

Las habilidades descritas en la seccion anterior se pueden considerar

indicadores que permiten valorar el uso por parte de los estudiantes del sentido
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numeérico. En Garrido, Figueras y Martinez (2022), se describi6 la puesta a prueba
de la pertinencia de las habilidades propuestas, en este documento se dard un
ejemplo de como emplear estos indicadores. La investigacion sobre el desarrollo
del sentido numérico acerca de los nimeros reales se esta llevando con el marco
referencial de la investigacion de disefio (design research, en inglés); de acuerdo
con Akker, Gravemeijer, McKenney y Nieveen (2006) esta metodologia permite
realizar estudios mas flexibles, caracteristica indispensable para poder hacer
ajustes de acuerdo con las observaciones que se van haciendo. En un primer ciclo
del experimento de disefio se planted, con adecuaciones, la actividad Cinco pasos

para llegar a cero (Five steps to zero) propuesta por Wieman (2016).

Participantes. En esta actividad participaron 56 estudiantes mexicanos

inscritos en el 2do semestre de bachillerato; su edad oscilaba entre 15 y 16 afios.

Recoleccion de datos. Los alumnos estaban separados en dos grupos de 28
y cada grupo se dividio en equipos de cuatro integrantes. La actividad se hizo de
forma presencial. Todos los equipos grabaron un video de su discusion para la
resolucidn de la tarea y posteriormente se concentraron las grabaciones en una
plataforma digital. Para provocar la discusion entre los estudiantes se les
entregaron hojas de trabajo por equipo, ver Figura 1. Lo Gnico que cambiaba era

el nimero del cual partian para llegar a cero.
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Instrucciones: Segunda ronda — trabajo en equipo

1. Se empieza con un nimero dado. Nitmero —425 Justificacion
Deben usar exactamente 5 pasos para
llegar del mimero dado a 0. Primer paso

3. Unpaso se refiere a hacer una operacion
(suma, resta, multiplicacién, division, Segundo paso

elevar un nimero a una potencia o sacar

raiz cuadrada de un nimero). Tercer paso
4. Cada paso debe incluir un ntmero Cuarto paso

mayor a cero y menor a 9, pueden ser -

enteros, decimales, fracciones. Quinto paso

5. En caso de usar mimeros decimales se
deben considerar cuatro cifras después
del punto decimal.

6. No pueden usar el nimero 0. Considerando las operaciones que propusieron ;como pueden escribir el 07

7. Pueden usar su calculadora.

Figura 1. Hoja de trabajo para la recoleccion de datos. Elaboracion propia.

Analisis de los datos. En la actividad Cinco pasos para llegar a cero los
alumnos pueden usar varias de las habilidades relacionadas con el sentido
numérico propuestas en la seccion anterior, sin embargo, habilidades como ubicar
numeros en la recta numérica o reconocer ‘hechos dados’ parecen no estar
vinculadas con esta tarea. Hacer una reflexion, por parte de los profesores, sobre
los indicadores que podrian observarse, o no, en cada una de las actividades que
se plantean a los estudiantes puede funcionar como una guia para notar como los
alumnos usan su sentido numérico. En esta direccion, el analisis de los datos versa
sobre identificar evidencia de que los jovenes emplearon alguna de las habilidades

propuestas.

En la Figura 2, se presenta la solucion de un equipo. En la justificacion del
primer paso se pueden notar evidencias de las habilidades 2, 6 y 14; los estudiantes
aproximan la raiz o sea que recurren a una representacion del numero que les
permite hacer operaciones mas facilmente, al restar la parte decimal parece que
se dan cuenta de que trabajar con un nimero entero es mas sencillo y al mencionar
que obtendran un nimero entero mas divisible quiere decir que toman al 6 como

un punto de referencia. En el segundo paso quieren obtener un nimero mayor a
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6, y lo multiplican por si mismo, esto es un indicio de que reconocen el efecto de

la multiplicacion para los nimeros naturales, es decir se usa la habilidad 8.

En Ia hoja de trabajo no se pueden apreciar aspectos relacionados con la
habilidad 15, pero en la grabacion se puede identificar evidencia de esa habilidad.
A continuacidn, se muestra un fragmento de la transcripcion hecha sobre la

discusion que tuvieron los integrantes del equipo para resolver el problema:

El: (Lo redondeamos a siete o a seis?
E2:  Asiete.
El:  Mejor a seis porque se puede dividir mas facil ...
E3:  Yanos equivocamos, faltan muchos pasos ...
El:  Hay que hacerlo mas grande.
E4:  Multiplicalo por algo ...
C 3248
Niumero 2+/10 | Justificacion
s =g As 2{ 10 = 6-32 937 -este nimeéro 1€ rastamoy 0-09S yda v N
z hc,mero entéro 9 may drilibie el 6.

e 2 6 & haremey, para hotcer el nemero QI grande (al

6 6 Lo ms [fipliramBe or il muim;
Tercer paso V3¢ pa%60[§r%lr ef orocelo: .ob En, emis b O0rgue (6)4) =36
Cuarto paso C"% ) Moltiplicame € por % qir do 3-

. i 2 3= Jo .« le

Quinto paso ZZL % 3 O, 9 con e llegares a O

0

Considerando las operaciones que propusieron ;como pueden escribir el 0?

=JO_Np
LT oy : 2016 = 6-3298
270 (~.3295 L (~.§ !
[{ o )}Jg@) 7 2) 203-16)6:32
.\

Figura 2. Manuscrito de estudiantes de segundo semestre de bachillerato.

Para escribir como obtener cero a partir de las operaciones propuestas, sin
duda se ponen de manifiesto elementos vinculados a la habilidad 7, sin embargo,
no con ¢€xito, ya que en lugar de una resta ellos escriben un producto y
simbolicamente no expresan con claridad la jerarquia de las operaciones; por otro
lado, el simbolo de raiz cuadrada abarca hasta la multiplicacion por un cuarto

cuando solo se aplicé al resultado de restar y elevar al cuadrado.
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Otro niimero dado a partir del cual los estudiantes deberian llegar a cero fue
el —425. En la Figura 3 se muestra la solucion de otro equipo. En este caso, parece
que los joévenes no identifican que el nimero —425 es un niumero entero o quizas
consideren que los nimeros enteros deben terminar en cero. Para escribir el
numero cero a partir de las operaciones hechas, los alumnos tratan de usar la
habilidad 7 pero sin éxito, porque al no establecer donde inicia y donde termina
la operacion delimitada por los paréntesis genera una confusion. Existe evidencia
contradictoria sobre el hecho de que los estudiantes reconozcan el efecto de las
operaciones, pues en el segundo y tercer paso asocian la division con ‘hacer el
nimero mas pequeiio’, pero en el cuarto paso al dividir —21 entre 7 aseguran que

el resultado sera positivo.

Numero —425 | Justificacion

Primer paso VSN Y Para qoc goede en on Nomerds enterc.
Segundo paso |4 [-_—q_‘za— Parc oblever on nomers man pe goue RO.
Tercer paso gj:ngT Para S ablentends on NAmMers peqgoeRo.
Cuarto paso | 3/ Para convertirlo en nomers positiye.
Quintopaso | -3 ¥ ’2 Z;fmz;ﬂn,:igm%m > Se restan y

0 0=(u2s +5)2d)2 5)<7)-3)

Considerando las operaciones que propusieron ¢como pueden escribir el 0?

Figura 3. Manuscrito de estudiantes de segundo semestre de bachillerato.

Como puede verse en los ejemplos, las habilidades propuestas en la
caracterizacion del sentido numérico acerca de los niumeros reales permiten notar

Su uso.
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Reflexiones y conclusiones

La solucion que se muestra en la Figura 2 pertenece al unico equipo que
uso fracciones; esta circunstancia pudo haberse generado por las dificultades que
enfrentan la mayoria de los estudiantes al hacer operaciones con fracciones o
quizas porque los sistemas numericos predominantes en su pensamiento son los

numeros naturales y enteros (Vamvakoussi y Vosniadou, 2010).

Identificar comportamientos relacionados con el uso de la habilidad 15,
solo fue posible en los videos grabados mientras los jovenes hacian la actividad
en equipo. Un componente importante de la valoracion del uso del sentido
numérico es observar y escuchar a los alumnos cuando resuelven problemas en
grupos pequetios, describen en voz alta sus procedimientos, escriben como

pensaron, y hacen preguntas; tal y como lo mencion6 Howden (1989).

Resulta conveniente tener indicadores de las actuaciones para poner de
manifiesto diversos componentes del uso del sentido numérico. Las habilidades
son esos indicadores y cada una tiene varios aspectos a considerar respecto a los
distintos sistemas numeéricos, los cuales se deben complementar o interrelacionar;
algo parecido a lo que Sowder (1992) describi6é como red conceptual. Cabe aclarar
que el uso de una habilidad para un caso especifico, no quiere decir que quien la
haya usado ha desarrollado esa habilidad plenamente; simplemente esta haciendo

conexiones como lo mencion6 Marshall (1989).

Al analizar las actuaciones de los alumnos, fue posible notar debilidades en
el uso de ciertos elementos tanto de las propiedades, como de la simbolizacidon de
las estrategias que se relaciona con la comunicacion en matematicas. Greeno
(1991) hacia referencia a una actividad extensiva para adquirir esa ‘expertez’ que

¢l definia como sentido numérico. Ciertamente, superar esas debilidades no se
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logra con un puiiado de tareas; desarrollar el sentido numérico de los estudiantes
debe ser un proposito de la ensefianza de las matematicas a cualquier nivel, porque

de acuerdo con Reys y Barger (1991) es un proceso largo, gradual y constante.
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