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Resumen

Se presentan los resultados obtenidos al aplicar una prueba escrita disefiada
para conocer los distintos significados que atribuyen al cero estudiantes para
Maestros de Educacion Primaria. Dicho significados otorgados al cero se
clasificaron, con el fin de contrastarlos con los encontrados en diversas culturas
antiguas.

A partir de una revision histérica y analizando las respuestas encontramos
tres interpretaciones asignadas al cero: el cero griego (denota la ausencia de un
objeto), el cero chino (concebido como un equilibrio 0 compensacion de ndmeros
enteros), y como cero relativo (punto de referencia para pasar de los numeros
positivos a los negativos).

Abstract

We present the obtained results by applying a written test designed to know
the different meanings that are ascribed to the number zero, by students of
Teacher Training for Elementary Education. Aforesaid meanings given to the
number zero were categorized in order to contrast them with the ones found in
different ancient cultures.

Starting from a historial revision and analysing the answers, we found three
interpretations asigned to zero: the Greek zero (denoting the absence of an
object), the Chinese zero (as an equilibrium or compensation of integers), and as
relative zero (point of reference to cross from positive to negative numbers).
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Introduccion

En la historia de las matematicas se encuentran conceptos cuya construccion
y aceptacion llevd mucho tiempo. Ejemplos de ello son los nimeros enteros,
evitados por parte de los matematicos durante centurias y que termind con su
aceptacion en el siglo XIX (Glaeser, 1981). Otro ejemplo es el reconocimiento del
nimero cero, su papel en los sistemas de numeracion y el significado otorgado por
las distintas comunidades.

El cero ha emergido en diversas culturas antiguas, pero su aceptacion tardo
siglos. En culturas como la griega, la china y la maya, entre otras, la emergencia
del cero estuvo ligada a diversos sentidos de uso y significados. En esta
investigacién, nos centramos en dos concepciones del cero de dos culturas cuyo
analisis resulta relevante por su diferencia de significacion. Por un lado, el
desarrollo del concepto de cero en el imaginario colectivo chino y, por otro, las
ideas que prevalecieron en la Grecia antigua. En las referencias consultadas se
aprecia la relacion directa que guarda el cero con la negatividad, pues sin el cero
no se puede hablar de nimeros negativos.

Lizcano (1993) ofrece un acercamiento al pensamiento sobre el cero
predominante en China desde los siglos 453 ANE y en Grecia durante el periodo
clasico en el 540 ANE, mostrando la importancia que tenia en la primera
civilizacion, y la negacion que sufrio en la segunda. El papel del cero ha estado
determinado por el “imaginario cultural” prevaleciente en cada época historica.

En este trabajo abordamos el cero desde un punto de vista educativo, y
analizamos si los significados asociados a éste a lo largo de la historia se reflejan
en las ideas que desarrollan los estudiantes, teniendo en cuenta que la construccion
del cero comienza en la etapa de Educacion Infantil y concluye cuando se extiende

el conocimiento numérico al conjunto de los nameros reales en la etapa de la
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Educacién Secundaria Obligatoria, en Espafia, y en el nivel Bachillerato, en
México.
La existencia del cero versus su indeterminacion

Indica Lizcano (1993) que adentrarse al mundo de culturas antiguas y
milenarias es, hasta cierto punto, una empresa casi imposible de lograr, pues las
interpretaciones de un conocimiento o concepto suelen ser el resultado tanto de
nuestro subjetivismo como del imaginario colectivo en el que nos encontramos
inmersos.

La emergencia de la negatividad y el cero en China queda registrada en el
Jiu Zhang Suanshu o “Nueve Capitulos del Arte Matematico”, texto escrito
alrededor del 250 ANE y del que se tiene conocimiento por Lam Lay Yong (1987).
Esta negatividad surgida en China es considerada por Lizcano (1993) como la
negatividad zheng/fu/wu. Dicha expresion de negatividad es resultado directo del
sustento cultural que otorga la terna yin/yang/dao.

Es en el Jiu Zhang Suanshu donde aparece el calculo numérico a partir del
uso de barras o varillas de colores para simbolizar los elementos con los que se
trabajan. Asi, en el capitulo octavo del Jin Zhang Suanshu, se muestra el Método
Fang Cheng, en cuyo curso aparecen palillos negros (fu), a los que se les da el
nombre de “numeros negativos”, los cuales, interactuando con los palillos rojos
(zheng), “niimeros positivos”, generan espacios vacios (wu), marcados por una

ausencia de simbolo.
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Figura 1. Representacion de nameros en la Cultura China
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Para poder operar con estos niumeros-nombre, la matematica China trabajaba
en un tablero en el que se disponian las varillas de colores a fin de realizar los
calculos. Estos numeros-nombre se representaban como se muestra en la Figura 1.

Esta interaccidn de los nimeros-nombre estaba dada por reglas de operacion.
Dichas reglas, denominadas zheng fu shu, permitian sumar y restar los ndmeros
zheng y los numeros fu, tanto entre si como de wu. Las reglas de operacién para la
sustraccion, de acuerdo con Lizcano (1993, pp 64-65) son las siguientes:

Reglas de sustraccion: “Cuando los nombres son lo mismo, efectuar la
sustraccion; cuando los nombres son diferentes, efectuar la suma. Un palillo
zheng emparejado con wu se hace fu y un palillo fu emparejado con wu se hace
zheng”.

Y, simétricamente, la regla de adicion establece que: “Cuando los nombres
son diferentes. Efectuar la sustraccion; cuando los nombres son el mismo, efectuar
la suma. Un palillo zheng emparejado con wu se hace zheng y un palillo fu
emparejado con wu se hace fu”.

Asi, al interactuar los niUmeros-nombre en el tablero de calculo, se lograba
un equilibrio entre los nimeros-nombre zheng y fu, creando espacios vacios wu.
Las reglas zheng fu shu nos permiten advertir de ese “emparejamiento” dado entre
los elementos positivos y negativos, pero se resalta la interaccion obtenida por
emparejamiento entre la “nada” (wu) y los niumeros-nombre, que le confiere un
estatus activo al cero, dandole un caracter de gozne o pivote que permite ir de la
negatividad a la positividad y viceversa.

Lizcano (1993) reafirma esta idea cuando sefiala que: “ese hueco en el
tablero al que alude wu funciona de hecho, como “elemento neutro” para la
adicion, que dota al conjunto de los niumeros zheng fu de lo que hoy Illamamos
estructura de grupo para la suma (Z,+).

Sin embargo, investigadores como Marztloff (1988) (citado en Lizcano
1993, pag.100) descarta la existencia de este cero, aduciendo a que nunca aparecen

soluciones nulas en los problemas de la matematica china y no utiliza el nimero
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cero en operaciones, como los otros nimeros. Ciertamente no se dio la existencia
de un simbolo para el cero en los textos antiguos, como es el caso de Jiu Zhang
Suanshu pero, al percatarnos de la operatividad que se lleva a cabo en el tablero de
calculo, se logra percibir ese espacio vacio a manera de “cero virtual”, que no s6lo
se limita a dicho lugar, sino que, de acuerdo con las reglas zheng fu shu, opera
directamente con los nimeros nombre y como resultado de la operacién entre ellos.

Pero, ¢qué permite a la cultura china operar con la negatividad e interactuar
con ese espacio vacio (wu)? No cabe duda de que su imaginario colectivo, basado
en el complejo simbolico yin/yang/dao, permitiria apreciar la forma en como esta
organizado el mundo, interpretando una relacién de opuestos constante en la vida.
Asi, este complejo simbdlico nos encamina a pensar, no solo en la existencia del
ser, sino en el no-ser como complemento de ese ser que se encuentra conjugado en
el dao y en el wu.

Caso contrario a lo expuesto anteriormente serd la forma en como se
concebia el entorno desde el imaginario colectivo griego. Lizcano (1993) indica
coémo los griegos encuentran imposible la emergencia de la negatividad y el cero.
Para este autor, existen dos condiciones que inhiben la aparicion del cero. Por un
lado la consideracion del espacio de representacion como extenso, donde tiene
sentido todo lo que es representable y visible. Por otro lado, el modo de pensar,
denominado abstraccion, esta basado en la percepcion de los sentidos. Este modo
de pensar clasifica y organiza al mundo en géneros y especies, y todo aquello que
no sea parte de esa realidad, por el principio de no contradiccion, sera declarado
inexistente.

Asi, dentro del imaginario colectivo griego, la idea misma de pensar en
aquellos objetos que no existen carece de total sentido, pues el orden de los objetos
en la naturaleza nace de la existencia misma, del ser. Aquello que no es (pensando
en el cero) y aun aquello que es “menos que nada”, carece de total sentido y

representacion. Esto llevaria a la episteme griega a considerar sélo el aspecto
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“positivo” de la realidad y a relegar a la indeterminacion aquello que no existe y
que no puede ser pensando.

Apreciamos por tanto, una distincion entre ambas culturas, la China y la
Griega. Por un lado, el imaginario colectivo chino no tiene una representacion de
“la nada”, pero opera con ella a partir de los espacios vacios que se crean en el
tablero, resultado de interacciones de opuestos, y ellos mismos serian capaces de
asignarle una existencia misma al darle el nombre “wu”; mientras que en Grecia,
los clasicos (sustentados en el principio de no contradiccion), no s6lo se limitarian
a la existencia de las cosas, sino que tanto lo negativo como la nada estarian en un
terreno indeterminado, a lo cual, para nombrarlo, ni siquiera se le asignaria un
nombre o vocablo.

A pesar de lo anterior, aun dentro de la cultura griega, se daran algunos
acercamientos a la negatividad y el cero en la Grecia Antigua. Anaximandro,
Platon y los atomistas compartiran una concepcion de la negatividad en contra del
culto seguido a lo positivo; esto les permitira apreciar el cosmos desde otra
perspectiva, tal como lo sefiala Lizcano (1993). Anaximandro considerara el
ausentarse tan operativo como el presentarse y, asi, la negatividad sera simétrica y
de signo opuesto a la positividad, de modo que ambas se correlacionan y se
generan mutuamente.

La idea de Anaximandro tomara sentido en el apeiron, donde lo negativo y
positivo generan una tension que da como resultado la materia infinita, el
movimiento. Para este filosofo, todo ha surgido a partir de un desprendimiento de
contradicciones, es decir, de una interacciéon y tension entre opuestos, de una
accion dialéctica.

Con respecto a ese apeiron, Lizcano (1993) nos dice: “El dpeiron es asi
condicion de posibilidad del ser de las cosas como del pensar y, por lo tanto, en si
mismo es tanto pura nada como mero impensable: el vacio. Un vacio que sirve
para distinguir las naturalezas, de modo que es una separacion y division de las

cosas que estan unas junto a otras”.
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Sin embargo, aun las ideas de Anaximandro se verian limitadas por el
pensamiento dominante en Grecia, que enaltecia la positividad y relegaba su
opuesto a la sombras de la indeterminacion.

Como vemos, la idea del cero que prevalece en la cultura china es un
equilibrio constante de opuestos, donde el espacio vacio wu desempefia un papel
dinamico en el paso de lo positivo a lo negativo y viceversa. En el caso de la
cultura Griega, aunque se logran dar atisbos de la negatividad y el cero, el
pensamiento basado en el principio de no contradiccion no consideraria la
existencia de ese vacio al grado de no nombrarlo; sin embargo, se puede interpretar
el cero como la ausencia misma del objeto.

Por otro lado, desde el punto de vista historico, la aceptacion del cero
permitid, no sélo la representacion simbdlica de la ausencia de cantidad, sino que
dio pie a considerar los nimeros negativos. Glaeser (1981), hace referencia a los
obstaculos epistemoldgicos en la comprension y el aprendizaje de la negatividad.
Este autor sefiala que, en la evolucién histérica de la nocion del nimero negativo
desde sus primeras emergencias hasta el concepto actual, se constatan varios
obstaculos, pero uno de ellos tiene una relacion con el cero. En “La ambigiiedad de
los dos ceros”, Glaeser se refiere a las dificultades que hubo entre los matematicos
para pasar de un “cero absoluto” a un “cero origen” elegido arbitrariamente, 10 que
conducia a no poder considerar cantidades “menores que nada”.

Por otro lado, durante el Renacimiento, se pusieron en duda Ilas
concepciones de magnitud y numero, heredados de la matematica tedrica griega.
En 1585, Stevin publicé La Disme, en la que mostro el poder utilizar los nimeros
tanto para contar como para medir y afirmé que, dado un ndmero, siempre se le
puede asociar una magnitud; de la misma manera, dada una magnitud, siempre
puede encontrarse un numero asociado a ella (Waldegg, 1996).

Al establecer un nuevo concepto de namero y asociarlo a la idea de
magnitud, Stevin encuentra que en la aritmética, para contar, tiene sentido

comenzar desde la unidad. No obstante, al considerar una unidad de medida, es
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necesario comenzar desde un punto. A este punto, propio de un segmento, no se le
podréa asignar el uno como origen.

Como indica Waldegg (1996), la inclusion de la unidad de medida dentro del
dominio de lo numérico y la posibilidad de subdividirla indefinidamente,
establecieron las bases de la identificacion entre ndmero y magnitud, y
amalgamaron sus campos operatorios. Stevin afirma que “no es la unidad
aritmética lo que desempefia un papel analogo al punto en geometria, sino el cero.
El cero y la magnitud son semejantes y tienen tantas cosas en comin que parecen
casi identicos. Consecuentemente, debe haber algo en el nimero que corresponda
al punto en las magnitudes, pero no es, como se creia en la antigiiedad, que la
unidad sea el principio del nimero tal y como el punto es el principio de la
magnitud, sino que este papel corresponde al cero”. Este hecho suposo un paso
trascendental para la identificacion punto-nimero en la recta de Descartes.

Asi, el considerar al cero como punto de referencia dio la posibilidad de
reconocer las cantidades menores que nada, aunque esto generd dificultades entre

los matematicos (Glaeser, 1981).

Estudios del cero en didactica

Desde el punto de vista de la educaciébn matematica se encuentran
investigaciones encaminadas a resaltar la importancia del cero en el entorno
aritmético-algebraico.

Gallardo y Hernandez (2005) se centran en el reconocimiento de las
asignaciones del signo menos (unario-binario) y del cero (nulidad-totalidad)
durante el proceso de transicion de la aritmética al algebra en alumnos con edades
de entre 12 y 13 afios. Gallardo y Hernandez (2006) encuentran que los alumnos
manifiestan cinco significados del cero en la resolucion de tareas aritmeético-
algebraicas: el cero nulo (aquel que no tiene valor), el cero total (el que esta

formado por la suma de numeros opuestos), el cero implicito (el que no aparece
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escrito), el cero aritmético (como resultado de una operacidn aritmética) y el cero
algebraico (el que resulta de una operacion algebraica 0 como valor de una
incognita).

Gallardo y Hernandez (2007a) determinaron otro nuevo significado del cero
que no habia sido analizado en Gallardo y Hernandez (op.cit.): el cero origen. Con
tres acepciones: un punto fijo arbitrario localizado sobre la recta numérica; un
punto movil arbitrario que cambia de ubicacién; y un punto fijo inamovible, esto
es, el punto medio de la recta numérica. También se presenta el hecho de la
evitacion del cero origen cuando es simbolizado, pero ignorado al realizar
operaciones y cuando no es simbolizado.

Gallardo y Hernandez (2007b) reflexionan sobre la génesis de los niUmeros
negativos y el cero, asi como sobre las primeras aplicaciones de un método de
resolucion de ecuaciones surgido en el algebra de la antigua China. Se presenta un
episodio histérico en el que se rescata el método Fang Cheng para la resolucion de
sistemas de ecuaciones. En esta investigacion se observa cémo los alumnos, al
utilizar el método Fang Cheng, le dan sentido al cero nulo y al cero total, asi como
a la formacion de ceros, lo que les conduce a la aceptacion de nimeros signados.

Castafio (2007) realiza una investigacion con estudiantes del nivel medio
superior con el fin de identificar las interpretaciones y significados atribuidos al
numero cero en el contexto de la multiplicacion y la division. Dentro de la
investigacion, la autora fija tres sentidos de uso del cero:

a) Como un ndmero neutro gque sirve como elemento de transicion entre los
positivos y negativos.

b) Como un ndmero contextual, es decir, con multiples significados de
acuerdo al contexto.

¢) El cero como elemento que simboliza la ausencia de una cantidad, es decir

como elemento de una numeracion que indica la ausencia de valor.
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Objetivos y método

El objetivo de esta investigacion es analizar el significado que los futuros
profesores de Primaria otorgan al cero y contrastarlos con los significados
aparecidos en la historia, en especial, con las culturas chinay griega.

Para ello, se disefid un cuestionario escrito que permitiera identificar los
significados que subyacen sobre el cero, los contextos a los que se asocian y cOmo
se representan.

Se aplicd un cuestionario escrito de 10 items a dos grupos de futuros
docentes de primaria en Espafia, pertenecientes al grado de Maestro de Primaria.
Un grupo estaba constituido por 26 estudiantes de segundo curso y el otro por 28
estudiantes de tercer curso.

Los estudiantes respondieron al cuestionario en una sesion de clase ordinaria
de una hora. Se les entregaron los items de uno en uno, con la finalidad de que
contestaran en el orden indicado y no pudieran regresar a items anteriores para
modificar su primera respuesta.

Tomando como referencia lo descrito en el aspecto historico y en las
investigaciones del ambito de la ensefianza, se establecieron las categorias de

analisis de sus respuestas que se muestran en la tabla 1.
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Categoria Significado Descripcion

Cero Chino Cero como resultado de | Identificar qué
la compensacion o cantidades iguales de
equilibrio de opuestos | signos diferentes se
(+a)+(-a)=0 compensan resultando

cero.

Cero Griego Cero como una Resultado de la “vision
ausencia total de sensualista”, donde al
elementos. Esta no existir un objeto se
relacionada con la asocia con el vacio o la
nada. nada.

Cero Relativo Cero como un punto de | Elemento de la recta
referencia o como el numeérica que muestra
limite de separacion un punto de referencia
entre los nimeros 0 de separacion entre lo
negativos y positivos. | positivo y negativo

Tabla 1. Categorias del cero utilizas en la investigacion

Categoria Descripcion

Discreto La representacion o ejemplos corresponden a
objetos o situaciones discretas.

Continuo Se hace uso de contextos o representaciones

continuas como el tiempo, la distancia, la
temperatura, o la recta numérica.

Sistema de numeracion El cero es la ausencia de unidades, decenas,
posicional centenas, etc. Por ejemplo, en el numero 205,
el 0 simboliza la ausencia de centenas.

Principios matematicos | Son propiedades matematicas que ejemplifican
el conjunto vacio o el elemento neutro.

Otros En esta categoria se incluyen representaciones
0 contextos que por sus caracteristicas, no se
pueden englobar en las anteriores.

Tabla 2. Categorias del contexto utilizado por los alumnos

De la misma forma, para poder analizar los contextos elegidos por los
estudiantes utilizamos las categorias mostradas en la tabla 2.
El relacionar las justificaciones y representaciones del cero nos permite tener

una vision global de los diferentes significados de un mismo estudiante.
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El cuestionario escrito de 9 items (ver anexo 1), en el que se aprecian las

siguientes caracteristicas y categorias de analisis:

Item | Caracteristicas Categorias
1 Idea inicial del significado del nimero cero. Cero Chino
Cero Griego
Cero Relativo
2 Ejemplo en lenguaje natural sobre el cero. Cero Chino
Cero Griego
Cero Relativo
3 Representacion grafica sobre las concepciones Cero Chino
acerca del cero. Cero Griego
Cero Relativo
4 Contextualizar una adicion de nimeros opuestos Cero Chino
cuyo resultado es cero Cero Griego
Cero Relativo
5 Representar graficamente el item 4. Observar si la Cero Chino
representacion esta relacionada con lo expresado en | Cero Griego
el item 4. Cero relativo
6 Situacion en un contexto de temperatura especifico. | Cero Relativo

Observacion de como explica el cero relativo y como
lo representan.

7 Problema aditivo con estructura de combinacion. Cero Chino
Observacion si surge el cero chino o de Cero Relativo
compensacion. Representacion grafica del problema. | Cero griego

8 Problema aditivo con estructura de dos cambios. Cero Chino
Hace énfasis en un cero relativo. Representacion Cero Relativo
grafica del problema. Cero griego

9 Problema aditivo con estructura de cambio. Hacer Cero Chino
referencia al cero relativo Representacion grafica del | Cero Relativo
problema. Cero griego

Tabla 3. Caracteristica de los items

Analisis de resultados

En este apartado se muestra el anélisis de los resultados obtenidos en los
diferentes items. En algunos casos los hemos agrupado para relacionar sus
respuestas. Se esperaba que los estudiantes manifestaran una diversidad de
significados o metaforas sobre el concepto de cero.
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ftem 1

Las metaforas tienen relacion con lo que cotidianamente expresamos.
Regularmente utilizamos expresiones en la vida diaria haciendo referencia a la
nada, como ‘“No tengo nada”, “de nada vale...”, etc., que Se asocian en
matematicas para expresar el significado del cero.

Lo anterior queda reafirmado en el item 1 cuando a los estudiantes se les
pregunta: “;Qué significado tiene el numero cero?”. Del total de futuros docentes
que contestaron a la pregunta, el 82% asocia el cero con la concepcion de “no tener

nada”, es decir, del cero griego (ver tabla 4).

Categoria Porcentaje
Cero chino 0
Cero Griego 81
Cero Relativo 6
Cero Griego-Cero Relativo 13

Tabla 4. Porcentaje de concepcion del cero en el item 1

Este fuerte arraigo sobre la idea de ‘“nada” nos hace pensar que los
estudiantes conciben el cero como la representacion de la ausencia de objetos, lo
que nos conduce a clasificarlo dentro de “cero griego”. No obstante, algunos
alumnos (el 13% de los participantes), consideran al cero como “nada” y, a Su vez,
como el punto que separa los numeros negativos de los positivos.

En la Figura 2 se presenta la respuesta de un estudiante, catalogada como
cero griego. Se observa que el cero se asocia a la ausencia de los objetos y se le

desestima sefialando que “no tiene ningin valor™.

1) 20ué significado tiono ol ntimero coro?

2 : ] | |
aAano. M € ceco no tiene ningon valor . el ceno s

(c,uc:é’ < Nada .

Figura 2. Respuesta al item 1. Ejemplo de repuesta asociada a cero griego
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En cuanto a la doble concepcidn del cero manifestado por los estudiantes, es
el resultado del proceso de ensefianza al ampliar los conjuntos numéricos. La

Figura 3 muestra esta interpretacion del cero.

1) OQué significado tiene ¢l niimero cero?

=e rzdrr)ec-o e _?oecse rrAcaz /h‘/‘g\)/b ceal, Ao cone
fbt L:Se/mﬁ)% O mranzarnas er €9 ceste. toede sec
el GaQoe FOS:‘do/\c& etr On NSrnecs o 5%[@0/
Sontdades en 9 ndneco AD . T Tzrbren e oo
%Q'tfla NOMNE e D O s e crocte = catrde <9 <
Mita Crs OaQores postivos a Qo deccasha v Las
fEﬂo:'-l\;)QS o Qo CeEgierdo -

Figura 3. Respuesta al item 1. Doble concepcidon del cero.

En muchas de sus respuestas, a los estudiantes les resulta necesario
contextualizar con la intencion de clarificar sus comentarios. Chiu (2001) nos
sefiala que la comprension de conceptos podria estar ligada estrechamente a dos
situaciones particulares: por un lado, al uso de metaforas para traer a nuestra
realidad aquellos conceptos que nos son dificiles de asimilar y, por otro, al uso de
algoritmos, que son resultado de una asimilacion de conceptos abstractos que nos
permiten operar con mayor facilidad.

En la tabla 5 aparecen los dos contextos mas recurrentes en este item, que
son el del sistema de numeracion decimal y los principios matematicos. En la
Figura 3 se muestra la respuesta de un estudiante que asocia el cero al sistema de
numeracion decimal: ““...Puede ser el valor posicional en un nimero, por ejemplo,

cero unidades en el namero 10...”

Contexto Porcentaje
Discreto 11
Continuo 4
Sistema de numeracion 35
Principios matematicos 31
Otro 4
Sin contexto 15

Tabla 5. Porcentaje de contextos en la explicacion del cero en el item 2
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Por otro lado, una muestra de la aplicacién de principios matematicos
sustentados por los estudiantes para describir al cero, aparece cuando recurren al

concepto de “conjunto vacio” (ver Figura 4).

1) 2Qué significado tiene el ntimero cero?
Al rldvers cere = la caroce Yawrdtotdan comm ™
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Figura 4. Muestra de un principio matematico

Item 2. Ejemplos de uso del cero

Una vez que los estudiantes manifestaron el significado que tenian del cero,
en el item 2 se les pidio que escribieran un ejemplo que lo explicara.

La tabla 6 nos permite observar que, al intentar dar un ejemplo, el 48% de
los estudiantes recurre a un contexto discreto, en el que tienden a sefalar la

ausencia de algun objeto o la accion de perder una determinada cantidad de

objetos.
Contexto Porcentaje
Discreto 48
Continuo 0
Sistema de numeracion 19
Principios matematicos 17
Otro 7
Discreto-otro 7
Sistema numeérico. Principios matematicos 2

Tabla 6. Principales contextos utilizados por los alumnos

En las respuestas correspondientes al contexto del sistema de numeracion, el
19% de los futuros profesores expresaban que “si el cero esta a la izquierda de un
numero, no vale nada, mientras que si estd a la derecha entonces aumenta su

valor”. Esta idea se ejemplifica con contextos monetarios en los que se indica que
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“cuantos mas ceros tenga una cantidad (0 un cheque, etc.), siempre vale mas” (ver

Figura 5).

2) Escribe un ejemplo que te sirva para explicar lo que significa ¢l nimero cero

N e Yo naovms dedr Qe \engo OO esros
a Jdeac Que \e_r\%o oco. Yo emorep, = e
Yo mioms dear gpe N\enge OR euwrss o dedr

Qe \0"50 q

Figura 5. Respuesta al item 2. En contextos monetarios,

el cero indica “mas valor”

En este item aparecen expresiones cotidianas para ejemplificar el cero y
reafirman tanto la idea de cero griego como de cero relativo.

En la Figura 6 se puede ver que, al decir “soy un cero a la izquierda”, hace
referencia a la ausencia de valor que tiene el cero en esta posicion cuando no hay
maés digitos a su izquierda. Mientras que, al afirmar “empezamos de 07, le atribuye
la caracteristica de un punto de partida, aunque también implica considerar “nada”
de lo que se ha hecho o vivido anterior a ese inicio. Cuando los estudiantes usan
expresiones como las antes sefialadas, estan haciendo uso de conceptos

matematicos pero reafirmando la idea que persiste sobre el cero como “nada”.

2) Escribe un cjemplo que te sirva para explicar lo que significa ¢l nimero cero

Teer wn JO J examan_ .
&’j wr 0 @ Do Ulg(ut’m‘a
Imréiamo’s c;e O,

Figura 6. Respuesta al item 2. Expresiones cotidianas del cero
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Item 3. Representacion gréafica del cero

Con el objetivo de ver la relacion entre el concepto y el ejemplo escrito por
los futuros profesores, se les pidié que representaran el cero de manera grafica
(mediante un dibujo, esquema, o similar) (Ver tabla 7).

Como se ha visto en los items 1y 2, los estudiantes muestran un mayor uso
del “cero griego”, pues consideran el numero como la representacion de la
ausencia de los objetos. Sin embargo, al simbolizar graficamente el cero, tienden a
usar modelos que conocen, como es el caso de la recta numerica. ElI 35% de los
estudiantes recurren a este tipo de representacion; si bien los alumnos contemplan
el cero como un elemento sin valor, lo visualizan como un punto de referencia.
Esta misma idea también se manifiesta en aquellos estudiantes que utilizan como
representacion de los ejes cartesianos (7%). Nos referimos a dibujos discretos
cuando hacen uso de objetos (13%) y muchos estudiantes entienden por
representacion la escritura del nimero O de forma aislada o como resultado de una
operacioén (18%), mientras que el 19% de los participantes no consideran siquiera

representarlo.

Representacion Porcentaje
Dibujo discreto 13
Simbolo numérico 18
Recta numérica 35
Plano cartesiano 7
Otro 19
Simbolo-Dibujo discreto 4
Dibujo discreto-otro 2
Simbolo-Recta numérica 2

Tabla 7. Porcentaje de uso de representaciones en el item 3
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Las representaciones que usan los estudiantes son muy variadas. En algunos
casos, sus producciones nos invitan a considerar la coexistencia de diversos
sentidos y usos del cero, asociados a la instruccion recibida en la escuela. Sin
embargo, algunas representaciones no generan una idea clara sobre lo que se esta

tratando de expresar (ver Figura 7).
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Figura 7. Ejemplos de respuestas al item 3. Imagen 1y 2: Conjunto vacio; Imagen 3:

Representacion discreta. Imagen 4 y 5: Recta numérica

Las primeras dos representaciones (imagenes 1y 2) nos invitan a concebir el
“conjunto vacio”; en la imagen 3, el estudiante recurre al entorno discreto para
sefialar dos operaciones: en la primera agregar dos frutas a un espacio vacio
mientras que, la segunda, implica sustraer esos mismos elementos. Aunque se
resalta la idea de “cero griego”, la imagen evoca lo que Lizcano (1993) cita de
Laozi (Lao tse):

Treinta radios convergen en el centro de una rueda, pero es su hueco lo util
para el carro. De la arcilla se fabrican vasijas, pero es su vacio lo que hace
posible su uso. Se agujerean muros y ventanas en los muros de una casa, pero es
su vano lo que permite habitarla. Asi, pues, en el ser centramos nuestra atencion,
pero es en el no ser (wu) donde reside su utilidad.

En la imégenes 4 y 5, encontramos la representacion de la recta numérica,
sin embargo, en la imagen 4 se le atribuye un significado de neutralidad y como

elemento que separa a los nimeros positivos de los negativos mientras que, en la
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imagen 5, se le asigna la idea de inicio, pues no se consideran los valores por
debajo de cero. Ademas la imagen 5 muestra como coexisten los diferentes
significados del cero. El cero como vacio, el cero como punto en la recta y

posicién primera, y el cero como resultado de una operacién.

Item 4. Ejemplificar la suma de opuestos

En el item 4 se pide a los estudiantes redactar una situacion que se resuelva
con la operacion 7 + (-7) = 0. En el analisis se consideran contextos que utilizan la
estructura de la situacion aditiva.

El 48% de los estudiantes usa un contexto discreto, con situaciones de
compra de objetos y el pago de deudas. Mientras que otro 48% recurre a contextos
continuos entre los que destaca el uso del ascensor o de las temperaturas. Lo
anterior resulta interesante, pues nos muestra un peso preponderante en el uso del

cero griego y del cero relativo en contextos escolares.

Contexto Porcentaje
Discreto 48
Continuo 48
Otro 2
Discreto-continuo 2

Tabla 8. Porcentaje de contextos utilizados en el Item 4

En los ejemplos que utilizan el ascensor, los estudiantes asumen que el
resultado no implica “no tener un objeto”, sino reconocer el cero como el punto
que sefiala la planta baja, lo que de manera general le atribuiria el caracter de “cero
relativo”.

Aguellos items contestados con situaciones de compra-venta y deudas,
reafirman la idea que prevalece en los estudiantes, es decir, se mantiene la idea de

“cero griego” como representacion de la ausencia de objetos. (Ver figura 8).
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Figura 8. Respuestas al item 4. Ejemplos de contextos utilizados

Ademas del contexto, se analizo el tipo de estructura que el estudiante usa en
su ejemplo (ver tabla 9). ElI 68% de los estudiantes recurre a una estructura de

cambio. Esto puede ser resultado de los multiples problemas de este tipo que los
estudiantes han resuelto durante su vida académica.

Estructura Porcentaje
Cambio 68
Dos cambios 28
Otros 2
Cambio-Otros 2

Tabla 9. Tipo de estructura frecuente en el item 4
En la Figura 9 se puede apreciar la diferencia entre los usos de las dos
estructuras con mayor incidencia (Cambio y Dos cambios).

Escribe un ejemplo de la vida cotidiana que ¢ resuelva con la siguenie
operacion:
T4

P\O&'\altf dusde o plola dg 6lipglg o SN kﬁ(\jz\g\e\f bgdg(\ ¢F
1 e usbuowing o ol oo Frlatne] e OF e ¢4
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Figura 9. Respuestas al item 4. Ejemplos de estructuras.
Imagen 1: Dos cambios Imagen 2: Cambio
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Item 5. Representar graficamente la suma de opuestos

El item 5 pide realizar la representacion grafica del item 4. Dentro de las
representaciones destaca notablemente el uso de la recta numérica (48%), en la que
el cero es un punto de referencia. No obstante, de aquellos que recurren a esta
representacion, Unicamente la mitad considera valores positivos sin tomar en

cuenta los valores por debajo de cero.

Representaciones Porcentaje
Discreto 39
Continuo 52
Otros 2
Discreto- continuo 7

Tabla 10. Tipos de representaciones usadas en el item 5

Como se puede observar en la tabla 10, el uso de representaciones discretas
también abarca un amplio porcentaje, pues el 39% recurren a dichas
representaciones para reafirmar la concepcion de cero como la representacion de la
ausencia de un elemento, de la nada.

Hay estudiantes que plantean diversas situaciones tales como las
representaciones graficas y en ellos se advierte el cero griego tanto como el cero
relativo. En estos casos, para poder trabajar con las cantidades expresadas, recurren
a la sustraccion de nimeros positivos (es decir, cambian la expresion matematica 7
+ (-7) = 0 por la expresion 7 — 7 = 0). Esta modificacion puede tener diversas
interpretaciones; pensamos que tratan de evitar el uso de los nimeros negativos por
las dificultades presentadas al operar con ellos.

Un ejemplo del uso de diversas representaciones se muestra en la Figura 10,
en la que podemos observar que el estudiante recurre a la recta numérica (contexto
continuo) y también a una representacion discreta. La aparicion del cero griego y

del cero relativo es evidente en la imagen.
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Figura 10. Respuestas en el item 5. Dos representaciones del cero

Item 6. Significado de 0°

En el item 6 se pidi6 a los futuros docentes que explicaran el significado de
que la temperatura ambiente es de 0 °C y que utilizaran una representacion grafica
para sustentar su explicacion. La intencién del item era verificar el uso que hacen
del cero como un nimero relativo y la representacion en la recta.

La tabla 11 nos muestra que el 87% de los futuros docentes hace un uso del
cero como relativo en situaciones de contexto continuo como es el de la
temperatura. Asi, la temperatura 0 °C se considera como un punto de referencia
para determinar cudles son los grados positivos y los negativos. A pesar de que
algunos tratan de relacionar el concepto de cero grados con los cambios fisicos
que experimenta el agua, la mayoria de los estudiantes se remiten al

comportamiento que tiene la recta numeérica.

Categoria Porcentaje
Cero chino 6
Cero Griego 0
Cero Relativo 89
Otros/sin respuesta 2
Chino-Relativo 3

Tablall. Significados del cero en el item 6
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Aunque se hace uso de la recta numérica para explicar la temperatura cuando
ésta es de cero grados centigrados, los estudiantes recurren a expresiones basadas
en la experiencia, es decir, fijan las temperaturas a partir de si “hace calor” o “hace
frio”.

Otro aspecto que se debe resaltar es la convivencia erronea de diversos
sentidos de uso del cero en este contexto. Como podemos ver en la tabla 11, hay un
6% de los estudiantes que conciben la temperatura de 0 °C como un “equilibrio”
entre lo frio y lo caliente. En la Figura 11 podemos observar la manera como se
concibe este equilibrio. El estudiante relaciona la temperatura con la recta
numeérica, por lo que se puede pensar que esta considerando a 0 °C como un
numero relativo; sin embargo, la explicacion lleva a concebir el cero como

resultado del equilibrio entre las temperaturas frias y las temperaturas calientes.
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Figura 11. Respuesta al item 6. El cero como temperatura de equilibrio

Esta concepcion errénea del cero en el contexto de las temperaturas puede
ser resultado de una analogia o metafora de la vida cotidiana. Lo anterior como
resultado de mezclar agua caliente con agua fria, lo que para muchos implicara un
equilibrio de la temperatura entre lo frio y lo caliente. Chiu (2001) sefiala que el
uso de metaforas erréneas relacionadas con un concepto incide en la construccion
de nociones incorrectas de éste.

Los tres ultimos items son tres problemas con estructuras distintas, cuya
solucion es siempre cero. El proposito de estos items es identificar como cambian

las explicaciones en funcion de la estructura y el contexto, y como los representan.
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Item 7. Problema de combinacion
En el item 7 se plantea un problema de combinacion en contexto de deuda,
en la cual se reconoce que se tienen 14 € y que esa misma cantidad se debe a un

amigo. La estructura invita al uso del cero chino o cero de compensacion.

Operacion Porcentaje
(+14) + (-14) =0 26
14-14=0 59
Otros 15

Tablal2. Respuestas al item 7: Entre una situacion de equilibrio y el tener nada

La tabla 12 muestra las operaciones planteadas por los estudiantes ante este
problema. Si bien se pretende que, al asociar la estructura con el uso de los numero
enteros (+14) + (-14) = 0, logren reconocer la existencia de ambos estados (el tener
y el deber). EI 59% de los estudiantes recurre a una expresion de 14 — 14 = 0, que
se explica como una estructura de cambio. Esto indica que no lo razonaron como
un cero chino, resultado de una cantidad compensada, sino como un cero griego,
ya que se asocia el problema con la ausencia de una cantidad: “tengo 14 y me los
quitan, entonces no tengo nada”.

Este fuerte uso del cero griego se ve respaldado por las representaciones de
tipo discreto. Del total de estudiantes, el 68% recurre a este tipo de
representaciones en las que se enfatiza la accion de “pagar” y como resultado

obtener “nada”.

Escribe como explicarias a un niflo estas tres situaciones similares mediante
una operacion y con una representacion grifica o dibujo.

4\{ L 8) Si tienes 14 curos en tu casa y debes 14 curos a v ) il es tu situacior

economica?
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Figura 12. Respuesta al item 7. Ejemplo de cero griego

Del total de estudiantes, el 26% plantea la operacion +14 + (-14) = 0. En

algunos casos, la explicacion y la representacion llevan a una explicacion asociada
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al cero chino, a una relacion de compensacién entre os cantidades de signo
opuesto. Es el caso del estudiante de la Figura 13, quien simboliza de manera
discreta la existencia tanto del “tener” como del “deber”, lo que le permite llegar a
la conclusion de que “Mi situacion econdmica es neutral, es decir, 0 €”. La
relevancia en su respuesta radica en la posibilidad de asumir la “neutralidad” como

una expresién equilibrio entre lo negativo y lo positivo.

8) Si tienes 14 euros en tu casa y debes 14 euros a un amigo, ;jcual es tu situacion

econdémica?
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Figura 13. Respuesta al item 7. Equilibrio entre los positivo y lo negativo

{94 (1) = ©

Como podemos observar en la figura anterior, con respecto a la Figura 12, el
uso de los nimeros enteros nos brinda la posibilidad de asignarle un sentido y
significado diferente al cero. Mas aln, el cero chino nos llevaria necesariamente a
considerar la existencia de cantidades menores de cero algo que, de acuerdo con
Glaeser (1981) representd un obstaculo epistemologico en la historia de las

matematicas.

Item 8. Problema de dos cambios

En el item 8 se presenta una situacion aditiva de dos cambios,
contextualizada con el desplazamiento de un ascensor, en el que una accion de
subida se compensa con una accién de bajada. La intencion de la cuestion es hacer

uso del cero relativo y del cero chino.

Operacion Porcentaje
(+6) + (-6) =0 17
6-6=0 46
0+6-6=0 7
Sin operacion 30

Tablal3. Porcentaje de uso de expresiones matematicas en el item 8
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En la tabla 13 podemos observar que, para resolver el problema, el 46% de
los participantes recurre a la expresion 6 — 6 = 0 Las explicaciones indican que los
estudiantes recurren al valor absoluto de las cantidades y el signo unario menos
representa la accion de bajar vy, asi, el cero indica la “no variacion” de la posicion
del ascensor.

En este item aparece el cero chino o de compensacion, cuando al escribir la
operacion (6) + (-6) = 0, se acompafia con la explicacion de que no hay variacion
en la posicion del ascensor porque el ascensor subio y bajo la misma cantidad. En
algunos casos, como en la figura 14, ademas del cero chino, aparece la idea de cero

relativo o de punto de inicio del recorrido.
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Figura 14. Respuestas al item 8. Uso de cero relativo y cero chino

El 7% de los estudiantes plantearon la operacion 0+6-6=0, en las que el 0
representa el punto de inicio del movimiento e indica la necesidad de los
estudiantes situarse de manera concreta en un punto “relativo”. En la Figura 15 se

puede observar un ejemplo de esta expresion junto a su representacion.
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Figura 15. Respuesta al item 8. Operando con el cero relativo
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En este item, el 72% de los futuros docentes recurrié al uso de la recta

numérica para ejemplificar el problema.

Item 9. Problema de cambio

En el item 9 se presentd un problema de cambio con temperaturas cuya
respuesta final es 0 °C. Se esperaba que los estudiantes hicieran uso de un cero
relativo. En la tabla 14 podemos observar que el 61% de los estudiantes recurre a

operaciones basadas en la expresion a —a = 0.

Operacion Porcentaje
(+4) +(-4) =0 9
4 -4=0 61
-4 -4=-8 7
Sin operacion 23

Tabla 14. Porcentaje de resultados del item 9

Los estudiantes asumen el uso del cero como “punto de referencia”. Las
representaciones utilizadas para complementar la respuesta es la recta numerica; en
muchos casos hacen uso de imagenes que nos remiten al termoémetro.

El uso de la recta numérica se manifesté en el 76% de los participantes,
mientras que un 22% no utiliza representaciones, sino sélo se limitaron a escribir la
operacién o a dar la respuesta. En la Figura 16 se muestra tanto el uso de la recta
numeérica como el de la operacion matematica.

El 7% de estudiantes muestra errores al hacer el célculo debido a la

confusion manifiesta al utilizar las expresiones “por arriba” y “por debajo” de cero.
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10) Si la temperatura por la mafnana es de 4° sobre cero y a lo largo del dia baja 4°,
;eudl es la temperatura por la noche?
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Figura 16. Respuesta al item 9. La convivencia del cero relativo y el termometro

Conclusiones

A partir del analisis realizado con la prueba escrita, observamos que los
futuros docentes hacen uso de los diferentes significados del cero que también se
han encontrado en diferentes culturas matematicas. La concepcién dominante del
cero en esta poblacion es la del cero griego, que asociamos a la nada. Esta
concepcién se ve reforzada a lo largo de la escolaridad, no sélo en los calculos
matematicos cuyo resultado es cero, sino que se hace presente en el uso del cero en
la vida cotidiana, dominante en el aprendizaje inicial.

En el item 1, un gran porcentaje de estudiantes muestra que su concepcién se
basa en distinguir el cero como “la representacion de tener nada”, o “la no
existencia de un objeto”. Esta concepcion del cero nos invita a concebirlo como
cero griego y nos deja entrever que aun permanece la idea sensualista de que es
necesario tener el objeto para numerarlo y si no tengo “algo”, entonces su
representacion se limitara a su no existencia. Si el cero es solo representacion de la
nada, entonces ¢cOmo podemos pensar en cantidades menores que nada, las cuales
no tienen una representacion o asociacion con objetos de la realidad?

Esta asociacion del cero como representacion de la no existencia de objetos
se reafirma constantemente en los contextos que los estudiantes utilizan para

ejemplificar este nimero.
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Cuando se habla de que el cero representa, en una cantidad, la ausencia de
unidades, decenas o centenas, etc., se manifiesta la concepcién del cero griego,
pero ¢podriamos considerar la interpretacion de esa ausencia de cantidad como la
descomposicion de numeros?, es decir, en la expresion 10, dejariamos de pensar
que cero representa la ausencia de unidades y que por el contrario es solo una
manifestacion de 9 + 1,8 + 2, 7 + 3, etc.

Si bien estos alumnos utilizan mucho la idea de cero griego, ésta coexiste
con la idea de cero relativo, como resultado de la extension de los naturales a los
enteros y del uso de la recta numérica. Se reafirma la idea de un cero como punto
de referencia que separa a los positivos de los negativos y como punto de inicio.
Tal es el trabajo con este modelo que regularmente se recurre a €l cuando se trata
de ejemplificar el cero.

Al prevalecer la nocién de cero griego, los estudiantes recurren a representar
problemas en contextos de deudas o de perdida-ganancia. Estos contextos brindan
la oportunidad de concebir el cero como “nada” y son resultado de estructuras de
cambio. Podemos considerar que los estudiantes recurren constantemente a esta
estructura debido a los multiples problemas con estructura similar presentados a los
largo de la educacion basica, mientras que el uso de la estructura de dos cambios
fomenta la concepcion de un cero relativo o de cero chino.

La idea de cero relativo estard acompafiada de situaciones contextualizadas
en temperaturas o el ascensor. No obstante, muchas veces los estudiantes se limitan
al espacio de los nimeros positivos, 1o que limita la vision de este cero relativo
relegdndolo a un punto de inicio. Con la intencion de ampliar la interpretacion del
cero, es indispensable presentar a los estudiantes situaciones que los hagan
reflexionar sobre el comportamiento del cero.

En el item 6 encontramos que la explicacion de 0 °C se limita al
comportamiento de la recta numerica; esto reafirma la idea de cero relativo, como
se ha sefialado anteriormente. ES necesario que esta concepcidn se enriquezca con

conceptos propios de la fisica y la quimica pues, en ambas ciencias se presentan
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situaciones en las que el cero tiene un significado preciso y no deja de ser un cero
relativo.

El cero chino es poco utilizado por los estudiantes. Este cero esta asociado
con situaciones que manejan una estructura de combinacion, y da reconocimiento
tanto de lo positivo como de lo negativo. En contextos de ganancia y perdida, las
representaciones discretas permiten atribuir existencia a las deudas, a lo negativo.
Este reconocimiento de la negatividad y su representacién conduce al estudiante a
una idea clara de la compensacion, del equilibrio que se guarda entre cantidades
iguales pero con signo diferente.

No obstante, se debe tener cuidado con las analogias utilizadas para sefialar
el equilibrio representado por el cero pues, en contextos de temperatura, los
alumnos pueden confundirse y pensar que los 0 °C representan el equilibrio de las
temperaturas, cuando la concepcion que se destaca en este contexto es la de cero
relativo.

Las implicaciones del uso del cero requieren brindarle un espacio en la
ensefianza para clarificar sus multiples significados. Para lograr lo anterior sera
indispensable presentar situaciones contextuales donde el uso del cero se haga

explicito y se fomente la interpretacion por parte de profesores y alumnos.
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Anexo
Cuestionario

1)
2)
3)
4)

¢, Qué significado tiene el nUmero cero?
Escribe un ejemplo que te sirva para explicar lo que significa el nimero cero
¢ Qué representacion grafica utilizarias para explicar lo que significa el cero?
Escribe un ejemplo de la vida cotidiana que se resuelva con la siguiente
operacion:

7+(-7)=0

5) Represéntalo mediante una grafica o un dibujo.

6)

7)

8)

9)

¢Como explicaria a un nifio lo que significa que la temperatura es 0°?
¢ Como lo representas graficamente?

Escribe como explicarias a un nifio estas tres situaciones similares mediante
una operacion y con una representacion grafica o dibujo.

Si tienes 14 euros en tu casa y debes 14 euros a un amigo, ¢;cual es tu
situacion econdémica?

Escribe como explicarias a un nifio estas tres situaciones similares mediante
una operacion y con una representacion grafica o dibujo.

Un ascensor primero sube 6 plantas y posteriormente baja 6 plantas, ¢cémo
ha variado la posicion del ascensor respecto a la que tenia antes del primer
movimiento?

Escribe como explicarias a un nifio estas tres situaciones similares mediante
una operacion y con una representacion grafica o dibujo.

Si la temperatura por la mafiana es de 4° sobre cero y a lo largo del dia baja
4°, ;cudl es la temperatura por la noche?
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