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Resumen
En esta tercera entrega, sobre lugares geometricos pintorescos, damos
cabida a otra serie de curiosas curvas planas, con las ecuaciones cartesianas
correspondientes, tales como una retorta de cuello corto, una cabeza de
buitre, un soplillo, una sombrilla o un paracaidas, una épsilon singular,
unas alforjas (1 y 2), un par de alas, etc.

Abstract
In this third work, about picturesque geometric loci, we study once again a
lot of curious plane curves, with the corresponding Cartesian equations,
such as a retort of short neck, a vulture’s head, a blowing-fan, an umbrella
or a parachute, a singular epsilon, a pairs of saddlebags (1 and 2), a pair of
wings, etc.
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Introduccién

En este trabajo, continuamos obteniendo curvas singulares,
generadas por un punto P del plano ligado a otro punto M que se mueve
sobre una circunferencia de radio a. Este parametro hace, cuando es el
unico que figure en la ecuacion, que la curva tenga siempre la misma
forma, que sélo cambiara de tamafio al variar a, ya que se comporta como
un escalar. No podemos decir 1o mismo si en la ecuacion figura més de un
parametro; en este caso, la curva variara de forma al variar éstos. Por otro
lado, es recomendable utilizar dichos parametros en el célculo de la
ecuacion de un determinado lugar, pues al ser ésta homogenea en X, Y, y
sus parametros, nos permitird detectar posibles errores en el momento en
que se haya perdido la homogeneidad .

Hemos elegido unas pocas curvas, dentro de un buen ndmero de

ellas, por estimar que pudieran tener algun interés, dada su rareza.

Una retorta de cuello corto

El punto P se obtiene (Fig. 1) como interseccion de la recta ME con
la perpendicular por N al eje OX. El punto N resulta de la interseccion de la
perpendicular por A a la recta ME y la perpendicular por M al eje OY. El

lugar que genera el punto P es una cuartica de ecuacion:

X*(X* +y*) +a(x® +y)(x-y)-a’y(2x-3y)+a’(x—-3y)+a‘ =0,

Esta ecuacion la proporciona el Cabri Il Plus, para distintos valores
numéricos de a, mediante Coord. o Ecuacion.

El inverso de P respecto de la circunferencia de centro O es P’. Al
lugar generado por este punto lo hemos denominado “retorta de cuello

corto”.
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Para determinar su ecuacion, partiremos de las correspondientes
férmulas de transformacion de una curva en su inversa; asi, para a = 1,
resulta la que sigue:

(X*+y°)° +(X* +y*)*(x=3y) +

(X* +y)BYy* —2xy—y+x)+x*=0

a=0mM=3200cm

n

Fig.1

Como se puede apreciar, la ecuacion es de grado seis. Si
introducimos el pardmetro a, la ecuacidén se escribiria de la siguiente
manera:

(x* +y*)’ +a(x* +y?)*(x-3y) +
0

a’(x* +y*)(3y* —2xy —ay +ax) +a‘x’
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Cabeza de buitre

La curva, que vamos a ver a continuacion, podriamos denominarla
también “garra de una rapaz”.
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En la fig. 2, P’ es el inverso de P ( interseccion de las rectas FM y
BN). Este punto P engendra la cubica de ecuacion:

X} —x’y—xy* -y’ —a(x+y)’ -a’(x-y)+a’=0
Aunque esta ecuacion la facilita el Cabri, para ciertos valores
numéricos de a, vamos a tratar de deducirla a continuacion.
Sean M(x,y), N(0yy), B(a,0), F(0,-a) y P(X,Y) las coordenadas

respectivas de los citados puntos. Las ecuaciones de las rectas FM y BN,
son, respectivamente, las que siguen:

y+a
X

Y+a=

X, Y=2(X-a).
—a
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De ellas se deducen los valores de X e y:

aYy ‘= aX(X-Y-a)
X-a'~ (X-a)Y+a)’

y:_

que, sustituidos en la ecuacion de la circunferencia X2+y2 = a° dan la
ecuacion del lugar descrito por P:
X2(X-Y-a)=(Y+a)’(X +Y -a).
Esta ecuacion coincide, como se puede comprobar, con la dada por el
Cabri, para ciertos valores numéricos de a. Asi para a=2, se obtiene:
X°—X*y —xy® —y* = 2(x+y)* —4(x-y)+8=0.
La ecuacion del lugar descrito por P’, inverso de P, es

(ay + x* + y*)*(ax+ay — x> —y?) =a’x*(ax —ay — x> — y°).

El Cabri también proporciona, en este caso, la ecuacion de la figura

inversa para determinados valores numéricos de a (que, l6gicamente, han
de ser siempre positivos). Asi, para a=2, la ecuacion, una vez agrupados
mejor sus términos, es la que sigue:

(X*+Y°)* =2(x* +y*)* (X = y) —4(X* + y*) (X +y)* +

8(x* —x’y—xy* —y®) =0.

El soplillo
La fig. 3, muestra la manera de generar el soplillo o abanador. El
punto P, interseccion de las rectas FM y DN, da lugar a una cuartica de

ecuacion;:

x* —2x%y? —3y* —day(x* +2y?)-2a*(x* +3y*)+a* =0,

La figura inversa, generada por P’, inverso de P, es
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(X* +y°)® —2a°(x* +3y*)(X* + y?) -
A4’y (x* +2y?)+a*(x* —=3y?) =0.

Ambas ecuaciones las facilita el Cabri, para determinados valores

numéricos de @, mediante la herramienta Coord. o Ecuacion.

a=0
OP=0P'=g2
I Il
./ /"
F)- . -
_- X
” >
F
Fig. 3
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El paraguas
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La perpendicular por M a OM encuentra a la recta FD en P. El lugar

descrito por P es una cuartica de ecuacion:

X'+ x2y% —y* —2ay(x* +y®) —2a*x* +2a’y+a’* =0.

El punto P’, inverso de P, respecto de la circunferencia de centro O,
genera lo que hemos denominado paraguas o paracaidas. Su ecuacion se
determina, facilmente, mediante las formulas de transformacién de la
inversion, dando lugar a

(x* +y*)* +2ay(x* +y?)> —2a*(x* +ay)(x* +y*)* +
a*(x* +x’y*—y") =0.

Como puede observarse, la ecuacién obtenida es de grado 8, razon

por la que el Cabri no es capaz de facilitarla. (Recordemos que el maximo

orden que, hasta ahora, puede proporcionar dicho programa es 6).
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Una épsilon singular
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Tal como indica la fig. 5, el punto P genera un trifolium cuya

ecuacion:

(x* +y*)* +2a(3x* — y*)(x+2a) +10a’x + 3a* =0,
la facilita el Cabri en forma polindmica y con coeficientes numéricos.

El punto P’, inverso de P, genera la curva que hemos denominado
“épsilon”, cuya ecuacién también la proporciona el Cabri, aungue, al igual
que en el caso anterior, como un polinomio con coeficientes numéricos.

Dicha ecuacion, escrita de un modo mas general, es la que sigue:

3(x% +y?)® +10ax(x* + y*)* +2a°(3x* — y?)(2x* +2y* +ax) +
a*(x*+y?)=0.
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Alforjal
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Fig. 6

El punto P genera una cubica de ecuacion:
2[x*(x—y) +y*(3x—y)]+a(x* —4xy +3y?)—2a’x—a* =0,
A partir de esta ecuacion es facil de hallar la ecuacion del lugar
descrito por P’, inverso de P. Para ello, basta con aplicar, como hemos

dicho otras veces, las formulas de transformacion de la inversion, con las

que se obtiene, como ecuacidn de esta alforja (fig. 6), la que sigue:
(X? +y?)® +2ax(x* + y*)* —a® (x> —4xy + 3y°)(x* + y*) -
2a°[x*(x—y) +y*(3x—y)] =0.
El Cabri determina las ecuaciones de estas dos curvas; pero, como

siempre, con coeficientes numéricos.
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Alforja 2

"BN=NG G

S(0.b)

o0 cm
a0 cm

[y A

Fig. 7

Disponemos ahora de dos parametros: el a que, al ser el radio de la

circunferencia, sélo podra tomar valores reales positivos, y b, ordenada del
punto S, que se mueve sobre el eje OY, y que, por tanto, puede tomar
también valores reales negativos. Tal como se indica en la fig. 7, el punto N
es el punto medio del segmento BG. El punto P, interseccion de SN y la
perpendicular por M al eje OY, genera una cuartica, cuya ecuacion vamos a
obtener. Para ello, establezcamos las coordenadas de los puntos que van a
intervenir en el proceso de su determinacion; asi, M(x, y), B(a ,0), G(a,

ay/x), S(0, b) y P(X, Y). Ademas, por ser Y=Y, la ecuacion de la recta SN,

nos proporcionara el valor de X; o sea,
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‘= axyY
2(aY +bX —ab) -

Sustituyendo estos valores de X e Yy en la ecuacion de la
circunferencia, tendremos, finalmente, para la ecuacion de la cuértica, la
expresion:

4(aY +bX —ab)’(a*-Y?) =a’*X?Y>.

A partir de esta ecuacion, determinaremos la ecuacion de la curva

generada por P’, inverso de P; esto es:
4[a’y +abx —b(x? + y)F[(x* + y*)* —a’x*] = a’x°y~.

En esta ecuacion, de grado 8 en X e Yy, hemos prescindido de las letras
mayusculas con primas, que intervienen en las formulas de transformacion

de la inversion.

Por otro lado, tal como hemos indicado en la introduccion, para
diferentes valores de los parametros a y b, las curvas obtenidas seran

también diferentes. Veamos un par de casos:

i) a=4,b=2
Como puede observarse, con estos valores de los parametros, la
figura inversa nos recuerda al signo que cierra una interrogacion. Las
ecuaciones, de ambas curvas, se deducen de las anteriores para los valores

indicados de los parametros.
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BN=NG
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Fig. 8
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Fig. 9
El punto P genera una elipse y P’, una cuartica bicircular, como era

de esperar. Las ecuaciones de ambas curvas las proporciona el Cabri, tal

como aparecen en la fig. 9.
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Un par de alas

"

Fig. 10

El punto P, interseccion de AN y GF, genera el par de alas. Para
determinar su ecuacion hay que tener en cuenta las coordenadas de los
puntos A(a, 0), N(0, y), P(X, Y), M(X,y), Yy F(X, y1).

De la ecuacion de la recta AN se deduce que y=aY/(a+X), y de la
semejanza de los tridangulos OGF y ODM, la relacion: y,;=yX/X. El
coeficiente angular de NF, (y-y;)/-X=-x/y, nos permite determinar, el
valor x= X(a+X)*/Y?. Sustituyendo estos valores de X e Y, en X°+y*=a’,
se obtiene, finalmente, la ecuacion del lugar generado por P:

X?(a+ X)®+a’Y*[Y? —(a+ X)*]=0.
Mediante un giro de 90°, X YeY -X, laecuacion del par de alas

(trazo continuo) toma esta otra forma:

Yi(a+Y)?+a’ X [X*=(a+Y)*]=0.
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Unas gafas
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Fig. 11

El punto P genera una cuértica, no bicircular, conocida como

lemniscata® de Gerono, de ecuacion: X' —a*(x* —y?)=0
Mediante una traslacion de vector OE, P se transforma en P’, que
genera la misma curva anterior, pero que tendra ahora por ecuacion:
x*—a*(x* —y*)-2a’y+a*=0.
El punto P*, inverso de P’, genera la curva inversa, cuya ecuacion

€s,

(X2+y2)4_2ay(x2+y2)3_a2(x2_y2)(x2+y2)2+a4x4

0.

! La verdadera lemniscata, que es bicircular, tiene por ecuacion: (x2+y2)2-2a2(x2-y2)=0.
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Una alfombra mégica

La paralela por G a ED corta a MN en el punto P. Este punto genera
la curva que hemos denominado alfombra mégica.

Para determinar su ecuacion, basta tener en cuenta las coordenadas
de los puntos que aparecen en la Fig. 12. Al ser, y=Y; el valor de X lo

obtendremos mediante la ecuacion de la recta ED, de donde resulta:

‘o a’X -Y(a*-Y?)

a.2

Fig. 12

Estos valores de X e Y, sustituidos en la ecuacion de la circunferencia,
243,212 : : . .
X“+y“=a", dan, finalmente, para dicha ecuacion, la expresion:

Yo +2a’y} (X =Y)+a*(X*=2XY+2Y%)-a° =0.
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Una punta de horma
En este caso, el punto P que genera el lugar (Fig. 13), viene dado por
la interseccion de MN con la paralela por G a la perpendicular a OM.

El Cabri proporciona, sin dificultad alguna, su ecuacion que, para

a=3, se muestra en el dibujo. Podemos generalizarla, para cualquier valor

de &, homogeneizandola; asi obtendriamos:
y* —2ax’ +a’(x*+y’)-a* =0.

Ademéas de “punta de horma”, podriamos denominarla, también,

dada su forma, “punta de pala”.

e

WhoBaE +H9x2 + 042 - 81=0

Fig. 13

210



Martel, J.

Ancas de un caballo
El punto P (fig. 14), interseccion de MD con la paralela a OX por G,

genera una cuartica de ecuacion:
2x°y* —2ax’y+a’(x* —y’)+2a’y—a* =0.
El Cabri, la facilita para ciertos valores numericos de. Asi, para a =

3, la ecuacién que proporciona es la que sigue:

2X°y* —6X°y +9x* —9y* +54y —81=0.

El inverso de P, P’, genera el lugar gue hemos denominado “ancas de

un caballo”, que se muestra a continuacion:

a=0M=3 00 cm y

—

oy

Fig. 14

Su ecuacion, mediante las formulas de transformacion de la

inversion, es la que sigue:
(X*+y°)* —2ay(x* +y7)” —a’ (X" = y*)(x* +y*)* +
2a°x*y(x* +y*)—2a*x*y* =0.
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Otras curvas planas

A continuacion, presentaremos algunas curvas mas, que son también
lugares geométricos obtenidos con el Cabri; pero, sin denominarlas ni
especificar como han sido obtenidas, con el fin de no alargar demasiado

este trabajo.
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