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Resumen

En este articulo se quiere analizar el estado de la cuestion sobre ensefianza
y aprendizaje de la geometria en relacion con la formacidon de profesores. La
ensefianza de la geometria se ha considerado durante afios ligada a la realizacion
de demostraciones, pero esa situacion ha cambiado a partir de los afios setenta,
volviendo a retomarse recientemente, pero de una manea nueva, alejdndose del
aspecto deductivo y orientandose hacia la construccion del conocimiento
matematico. Nos preguntamos cdémo esta cuestion afecta a la formacién de
profesores de matemadticas y como se puede orientar todo el trabajo relacionado
con la demostracion para satisfacer los objetivos de la formacion del
profesorado. Hacemos un andlisis exhaustivo de como estd la cuestion en el
ambito internacional, comentando algunas investigaciones sobre la formacién de
profesores de matemadticas y la ensefianza y el aprendizaje de geometria.
Terminaremos con algunas consideraciones y ejemplos de nuestra experiencia.

Abstract

In of article we want to analyse the state of play in relation to the teaching
and learning of geometry in teacher training. Over the years, geometry has been
considered always linked to proof, but that situation has been changing since the
seventies, recently taking on a new look, moving away from the deductive
aspect and going on to the construction of mathematical knowledge. We
wondered how this question would affect the mathematics teacher training and
how the related work could be orientated towards demonstration to satisfy the
aims of teaching formation. We make an exhaustive analysis of the state of play
on an international scale, we analyse some investigations of mathematics teacher
training and the teaching and learning of geometry, and we conclude with some
considerations and examples of our experience.
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Introduccion

La Geometria tiene fama de ser la gran olvidada en la ensefanza de las
Matematicas, en todos los niveles educativos. La Geometria no ha salido nunca
completamente de los programas oficiales y de los libros de texto, pero tanto el
modo en que ha cambiado esa forma de ‘aparecer’, como el tratamiento que se

le ha dado en cada una de las aulas, ha sufrido profundos cambios.

En el estudio "Perspectives on the teaching of geometry for the 21st
century” (Mammana — Villani, 1998), se sefala la segunda mitad del siglo XX
como un momento en el que la Geometria parece haber perdido progresivamente
su posicion central inicial en la ensefianza de las Matematicas en la mayor parte

de los paises.

Esta disminucion ha sido tanto cualitativa como cuantitativa. Los sintomas
de esta reduccion, dice el citado estudio, se pueden encontrar en evaluaciones
nacionales e internacionales sobre el conocimiento matematico de los
estudiantes. Los itemes concernientes a la Geometria o no aparecen o son muy
escasos. Ademads las preguntas que se mantienen suelen ser relativas a 'hechos'
elementales acerca de figuras simples y sus propiedades, y el resultado obtenido

en las evaluaciones es relativamente bajo.

El comienzo de esta situacion se puede encontrar en la exclamacion de Jean
Dieudonné, “jAbajo Euclides! jAbajo el triangulo!“, en diciembre de 1959,
durante la apertura del Coloquio de Royaumont, indicando que es necesario
cancelar definitivamente el estudio de la Geometria Euclidea y que toda la
ensefianza de las Matematicas debe basarse en la Teoria de conjuntos y las

estructuras.
Ademas de lo anterior, el citado informe del ICMI senala otras dos causas:

- La introduccidn, en los afios 60 y 70, de nuevos temas en los curriculos
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matematicos: Probabilidad, Estadistica, Informatica; y

- La disminucion del namero de horas dedicadas a las Matematicas en la

escuela.

Desde los afios 80 se volvio a contenidos matematicos mas tradicionales (se
fue olvidando la Teoria de conjuntos) y se introdujeron actividades de
resolucidon de problemas (Problem Solving). Sin embargo, no se ha vuelto a la
Geometria Euclidea clasica. Quizas porque en los cursos tradicionales de
Geometria Euclidea el material se presentaba normalmente como un producto ya
terminado, por lo tanto no encajaba en un curriculum donde se esperaba que los
estudiantes tomaran parte activa en el desarrollo de su conocimiento

matematico.

Otro aspecto que ha influido es un cambio en la situacion escolar: en la
mayor parte de los paises el porcentaje de estudiantes que llega a la escuela
secundaria ha aumentado muy rapidamente en las ultimas décadas. Asi el modo
tradicional de ensefiar Geometria abstracta a una minoria selecta se ha hecho a la
vez mas dificil y menos apropiado para las esperanzas de la mayor parte de los
estudiantes de las nuevas generaciones. También se ha dado un declive en la
preparacion de los profesores, especialmente con respecto a la Geometria. Como
estos nuevos profesores han aprendido Matematicas bajo curriculos que
olvidaban la Geometria, han perdido una buena referencia en este campo, lo que
a su vez promueve en ellos la tendencia a descuidar la ensefianza de la

Geometria a sus alumnos.

Podria pensarse que también se diera este olvido por parte de la comunidad

de investigadores en Didactica de la Matematica, pero no sucede asi.

Haciendo una recopilacion de articulos sobre Geometria, podemos observar
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que los trabajos sobre ensefianza de la Geometria no son escasos. Si
consultamos la base de datos MATHDI (http://www.emis.de/MATH/DI.html),
obtenemos unos resultados (actualizado al dia 12 de mayo) que se pueden

sintetizar en la siguiente tabla:

() B5* B52 BS53

Geometria 12.066 (110) 54 9 8

G
Aritmética F  13.184 (120) 60 17
H

Algebra 5.329 (36) 19

Andlisis |  8.108 (46) 22

Estadistica y Probabilidad 7.794 (64) 26

O N| O O] W
| N| 0O k| N| ©

K
Modelos, aplicaciones M  9.248 (117) 34
N

Métodos numéricos. Matematicas discretas 3.451 (23) 7

B: Politica educativa y sistemas educativos

B5*: Formacién de profesores

B52: Formacion de profesores de primaria (1° - 4° cursos)

B53: Formacién de profesores de primaria y secundaria (5° - 10° cursos)

Las intersecciones entre temas son las siguientes:

claves| F H | K| M| N | U

B5*,G| 3 0 1 2 1 0 8

U: Materiales y medios educativos. Tecnologia educativa.

Los articulos divulgativos o sobre investigaciones en la ensefanza y el
aprendizaje de la Geometria s6lo son superados en nimero por los que tratan de
la Aritmética, y muy escasamente. Sucede lo mismo también si restringimos la

busqueda a los que se refieren ademas a la formacion de profesores.

(Qué nos quiere decir esto? Podriamos intuir que falta un canal de
comunicacion entre los investigadores o formadores de profesores y los
profesores de los niveles anteriores a la universidad. Quizas también existan en

los demés campos cientificos estas lagunas en la comunicacion entre
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investigacion y practica, pero aqui podemos pensar que es un poco diferente, o
que se trata de un caso mas sangrante, pues el elevado numero de
investigaciones en Geometria (en comparacioén con otros temas de Matematicas)

no se traduce en las horas dedicadas a estos contenidos en el aula.

(Podemos poner a esto un remedio? Hay un camino obvio, que consistiria
en mejorar los canales de comunicacion entre investigacion y practica docente,
aunque quizds no sepamos coémo llevarlo a cabo. Otro camino seria incidir
directamente en la formacion del profesorado, y en particular en la formacién de

maestros y maestras.

Sentando las bases para un acercamiento a la materia Geometria, entendida
como un estudio de relaciones espaciales, a partir de las que es posible construir
relaciones numéricas y razonamientos y realizando esta aproximacion desde
situaciones donde la formalizacion es posterior a la intuicion y al
descubrimiento de relaciones, se puede entender la Geometria como un aspecto
de las Matematicas que estd muy cerca de la resolucién de problemas y de
situaciones y tanto o mas, como lo esta la Aritmética, el Analisis o el Algebra.
Es mas, se podria percibir la Geometria como una ayuda y garantia de que los
conceptos y los procedimientos en otros temas de Matematicas son

comprendidos y son justificables.

La formacion de profesores

La formacion de profesoras y profesores de Matematicas es una cuestion de
plena actualidad. Lo ha sido desde hace varios afios, y lo que se ha dicho sobre
ello no ha ido mas que acrecentando el saber sobre lo que debe ser y sobre las
prioridades en que se debe sustentar. Asimismo, estd siendo posible cimentar un

marco tedrico y un campo de investigacion sobre todo esto.
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Desde una posicion general de formacion de maestros, Emigdia Repetto
sefiala la importancia excepcional de la profesion docente y su cardcter de no
poder ser dominada de una vez para siempre, “ya que se ejerce sobre sujetos
diferentes y cambiantes, y es necesario adaptarse a sus caracteristicas

especificas” (Repetto, 2001).

Refiriéndose a la problematica de la formacion de profesores de
Matematicas, Llinares (1998) indica la importancia de considerar la perspectiva
profesional en la formacion de profesores, considerdndola como un proceso
inductivo: ““el conocimiento profesional se genera en el uso del conocimiento
profesional en situaciones concretas de la ensefianza™. Sefiala, ademas, que el
profesor no es un técnico que unicamente aplica teorias; puede concebirse mas
bien como un proceso de enculturacion (Llinares, 1994). Menciona Llinares
aquellas cualidades que, segun Leinhardt y otros (1995), se deben fomentar en
los estudiantes para profesores: observacidon, prediccion, critica, generacion y
andlisis. Estas acciones cognitivas establecen referencias para pensar en la

estructura del programa de formacion de tales profesionales.

La formacion en Geometria de los profesores

La exploracidon anteriormente sefialada acerca del nimero de trabajos tanto
en Geometria como en su didactica, nos indica la atencion que se presta a la
formacion de profesores en general y también el creciente interés por este tema,

pues de los 54 encontrados todos salvo 3, tienen menos de 10 afos.

Creo que aqui deberiamos precisar que, muy unida a la ensefianza de la
Geometria debe estar la cuestion de la demostracion, o de la prueba. Es cierto
que no deberiamos olvidarnos de la demostracion, del razonamiento, cuando

hablamos de cualquier tema de Matematicas, sea al nivel que sea. Pero, cuando
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atafie a la Geometria, la demostracion parece que alcanza un estatus en cierta
manera diferente. A mi parecer, en todos los niveles de ensefianza, es muy
necesario recurrir a la representacion y a la modelizacién, sobre todo al iniciar
nuevos conceptos. Cuando se trata de temas no geométricos, hay una cierta
distancia entre los conceptos aludidos y los modelos o los materiales que los
representan. Asi que, por un lado, los razonamientos sobre esos conceptos o
procedimientos estan continuamente moviéndose desde el terreno de la
abstraccion al terreno de la materializacion de las ideas. Por ejemplo: para
‘demostrar’ como se debe realizar la suma o el producto de fracciones, estamos
‘alternando’ desde su representacién con numeros a la representacion de esas
cantidades con trozos de papel o tacos de madera e imaginando lo que esas

piezas simbolizan.

Por otro lado, si queremos basar el razonamiento directamente en lo que los
conceptos simbolizan o representan, nos movemos en el terreno completo de la
abstraccion, y eso es algo que no se va a poder alcanzar hasta que los conceptos

estén completamente interiorizados y comprendidos.

Si ahora pensamos en cualquier tema geométrico, los materiales y la
manipulacion, deben aparecer de una manera natural. La abstraccion sigue
siendo necesaria, pero crecera con el uso de los materiales; no asi en otros
temas, donde para buscar la representacion o el modelo material de un concepto,
era ya necesario recurrir a la abstraccion y a lo que dicho concepto matematico

significa.

Como ejemplo inicial de una investigacion centrada en la Geometria y la
formacion de profesores, podemos citar al trabajo de Bartolini y Bazzini (2003)
quienes, reconociendo la relacion compleja entre el campo de la Didactica de las

Matemadticas y otros campos de investigacion (Matematicas, Pedagogia,
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Epistemologia, Historia, Psicologia, Semidtica, Sociologia, Ciencias cognitivas)
analizan algunos casos de provechoso y de fallido didlogo entre expertos de

estos diferentes campos.

Uno de los ejemplos que describen de proyectos de investigacion (basados
en el didlogo entre teoria y practica), donde intervienen profesores-
investigadores, junto con investigadores universitarios, se refiere a una
aproximacién al pensamiento tedrico en Geometria y a la demostracion en

diferentes niveles escolares (desde la escuela primaria a la universidad).

Senalan la diferente importancia que se le otorga a la demostracion en
Matematicas y en la Educacion Matematica. Mientras que en Matematicas la
funcion de los teoremas y de las demostraciones es fundamental, en Educacion
Matematica ha habido una tendencia a nivel internacional a suprimir los
teoremas y las demostraciones de los curriculos matematicos, como una

reaccion a la aproximacién formal de los afios setenta (NCTM, 1991).

Investigadores de las universidades de Génova, Modena, Pisa y Torino,
consideraron esencial resistirse a esta tendencia, lo que no significdé que
concibieran la Matematica como una ciencia que se tenga que enseiar desde el
comienzo de una manera deductiva. Incluso defendiendo la importancia de la

prueba, hay diferencia entre la perspectiva de un matematico y la de un didacta.

“Los investigadores matematicos ignoran a menudo los aspectos de
aplicacion y confinan (las Mateméticas) a la puramente deductiva nocion de
prueba... Los profesores, por otro lado, deben tomar en consideracion la
contribucion que una prueba hace a nuestra comprension de la realidad. Todos
estos aspectos que el matematico practico ignora representan un importante
papel en la ensefianza y el aprendizaje. La prueba no se puede ensefar y

aprender sin considerar la relacion de las Matematicas con la realidad. Esto
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implica un alto nivel de complejidad epistemoldgica™. (Hanna y Jahnke, 1993,
p. 432)

Se llevaron a cabo estudios exploratorios en distintos niveles escolares
(desde Primaria a la Universidad). La presencia de profesores fue determinante
en cada fase (disefio, implementacidn, recoleccion de datos y andlisis). Estos
profesores tuvieron necesidad de profundizar en algunos aspectos concernientes
a la dimension tedrica de las Matematicas y su relacion con la realidad
experiencial. En otras palabras, la dimension tedrica de las Matematicas lleg6 a

ser parte de la vida intelectual de los profesores.

En el aula se realiz6 una aproximacion con referentes concretos, tipica de la
‘Realistic Mathematics Education’ (Presmeg, 2001), prestando principal
atencion a la dimension tedrica de las Matematicas (principalmente el desarrollo
de teoremas y demostraciones) y los experimentos se enmarcaron en un
referente teorico basado en las ideas de Vygotsky, donde cada uno de los
elementos se pone en relacion con los demds. El objetivo era crear las
condiciones para que la mayor parte de los estudiantes fuera capaz de producir

pruebas.

Los resultados que obtuvieron fueron sorprendentes en relacion con la
supuesta dificultad en afrontar la dimension tedrica de las Matematicas: la
mayor parte de los estudiantes, incluso en ensefianza obligatoria (grados 5 a 8),

tuvieron éxito en producir conjeturas y en construir pruebas.

Por poner un ejemplo mas o insistir en la importancia de una educacioén
matematica ‘realista’ o que conecte con el mundo real, se puede traer aqui la

‘modelizacion matematica’. A la hora de buscar un modelo para representar una
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situacion o un problema, creo que la visualizacion representa un papel
importante y la Geometria, el modo de poner en relacion visual los distintos
aspectos o hechos que intervienen (o aparecen) en esa situacion, es un vehiculo

que describe y construye las lineas basicas que permiten construir el modelo.

Pongamos por ejemplo dos de las situaciones descritas en el trabajo de De

Corte y otros (2000). Estas son:

- “Bruce y Alice van a la misma escuela. Bruce vive a una distancia de 18

km de la escuelay Alice a 14 km. ;A qué distancia vive Bruce de Alice?”

- “328 personas van a hacer un viaje. Un autobus tiene 40 plazas sentadas.

(Cuantos autobuses se necesitan?”

Esta claro que en la primera situacion, en cuanto se quiera hacer una
representacion, se mostrard evidentemente la no adecuacion de la respuesta
predominante que se ha obtenido (la suma de las dos cantidades). Pero en la
segunda situacion, si los profesores han sido entrenados en la necesidad de
buscar un modelo a cada situacién problematica, ellos a su vez inducirdn a sus
estudiantes a buscar una representacion o modelo para cada uno de los
problemas planteados. Asi el mero hecho de representar los autobuses
requeridos y ‘colocar’ en ellos a los viajeros, hara evidente la necesidad de

proporcionar una respuesta entera (y no el 8,2 habitual)

Algunas investigaciones

Son varias las propuestas de formacion inicial que insisten en la
importancia de que el estudiante para maestro perciba la utilidad, como una
funcion significativa de su proceso de formacion. Asi afirman que el
conocimiento didactico del contenido se puede construir a partir de actividades

que hagan palpable la vinculacion entre la realidad futura del profesor y la teoria
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recibida en su formacion inicial.

En esta linea tenemos el trabajo de Climent y Carrillo (2002) donde
describen una propuesta de formacion en la que ““los estudiantes, tras
enfrentarse a una actividad matematica, la analizan tomando datos del
desarrollo de tal actividad en educacién primaria. .... consideran tanto aspectos
de su aprendizaje, del aprendizaje de los alumnos y de la maestra, como

caracteristicas propias de la ensefianza”.

Empiezan por senalar el caracter situado del conocimiento profesional, lo
que no solo afecta al modo en que se genera (su proceso de construccion ligado
a situaciones concretas), sino también al modo en que el estudiante lo conserva.
Es decir, el contexto donde se desarrolla el conocimiento entra ya a formar parte
de este conocimiento. A partir de ahi proponen que en la formacidn inicial de

maestros se presenten las siguientes tareas:
e Analisis del contenido matematico de Primaria.
e Analisis de situaciones de aula.
e Simulaciones de situaciones de aula de Primaria en el aula de formacion
inicial.
e Estudio de investigaciones sobre ensefianza y aprendizaje de topicos

concretos.

Si vamos a lo que nos interesa aqui, Climent y Carrillo relatan como
ejemplo que concreta la propuesta, una secuencia de actividades en la que se

pide a los alumnos tres tipos de tareas:

Analisis de una situacion matematica: los estudiantes abordan una situacion

matematica y discuten su resolucion, problematizando el conocimiento que se
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pone en juego y la realizacion de la propia tarea: se sitian mas proximos asi al

polo de la interpretacion del contenido.

Adaptacion al aula de Primaria: se les pide que se planteen y discutan la
posible adecuacion de esta actividad a la Educacion Primaria. Ponen asi en

juego sus concepciones sobre el aprendizaje y la ensefianza de las Matematicas.

Analisis de una situacion real: los estudiantes analizan situaciones reales de
aula en las que se ha planteado una adaptacion de la actividad realizada por ellos

(reflexion y critica sobre la practica).

El ejemplo de situacion matematica que presentan es el siguiente: “Dada
una trama de puntos rectangular (o un geoplano), dibujar triangulos diferentes,
teniendo en cuenta que no se consideran diferentes dos triangulos isométricos o

ampliaciones o reducciones de un mismo triangulo.”

Sobre esta actividad trabajan en grupos y luego se realiza una puesta en
comun. Ahi es donde salen a la luz los diferentes razonamientos que manejan los
estudiantes. Al tener que defender por qué consideran que un tridngulo se puede
considerar o no diferente a otro, los estudiantes argumentan y se hace necesario
evidenciar la falta de coherencia de sus argumentaciones. No se busca el realizar
una demostracion, sino entrar en el campo de la teoria matematica, para buscar

aquellos conocimientos que puedo o no utilizar para apoyar las afirmaciones.

Por otro lado, en Bélgica, Pierre Marlier (1997) relataba el bajo nivel de los
estudiantes para maestro y se inclina, en cuanto a la formacién en Didactica de
la Matematica, por el “método de la serie de problemas que van a alguna

parte”. Lo ilustra con ejemplos de problemas para los que recomienda el recurso
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al programa de geometria dinamica Cabri-Géometre, y a los inicios de la
geometria euclidea, recordando lo que tiene ésta de ‘constructivista’. Entre la
serie de problemas que enumera, destacamos la serie de construcciones de
triangulos donde, comenzando por la peticion de construccion de uno cuyos
lados midan 10, 7 y 6 cm, pasa por otros cuyas longitudes de los lados lo hacen
irresoluble, obligando asi a que los estudiantes descubran las pertinentes

relaciones entre los lados.

También pide la construccidén de triangulos desde aquellos enunciados en
los que se conocen determinados lados y dngulos, y en los que los datos llevan a
mas de una soluciéon (Construir un tridngulo rectangulo tal que un lado que
forma el &ngulo recto mide 5 cm y un angulo mide 40°, o Construir un triangulo
inscrito a un circulo de 3 cm de radio con un lado de 4 cm y un angulo
adyacente a este lado de 35° ), pudiéndose entonces descubrir condiciones para
la unicidad; hasta otros enunciados donde los datos son superfluos y es necesario
preguntarse por su compatibilidad (Construir un triangulo rectangulo tal que un
lado que forma el angulo recto mide 5 cm, la hipotenusa mide 8 cm y un angulo
tiene por amplitud 35° o Construir un tridngulo rectangulo tal que un lado

mide 4 cm, la hipotenusa mide 8 cm. y un angulo tiene por amplitud 30°).

Sin despreciar la importancia de los contenidos de la materia (los saberes),
se pone el acento sobre las competencias, actitudes intelectuales entre las cuales
el hecho de plantearse cuestiones y el examen de las posibilidades de una
situacion dada no son las menos interesantes, ademas de buscar en todo
momento que los estudiantes sean capaces de defender (de justificar) sus
afirmaciones, resaltando la importancia de argumentar, de demostrar, sin
necesidad de que sean introducidos en la técnica ‘formal’ de las demostraciones
matematicas. Asi no es necesario ‘separar’ la demostracion en Matematicas de la

demostracion (o argumentacion) necesaria para la formacion del ciudadano en la
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sociedad actual (objetivo final de la ensefianza y aprendizaje de la Matematica).

Aqui quiero sefalar la importancia de esta Gltima aseveracion: considero
que hay una diferencia (y un parecido) muy grandes entre la demostracion
formal en Matematicas y la capacidad (o aptitud) para demostrar (o argumentar)
en la vida diaria. Puedo afirmar que solamente a través de un estudio profundo
de las demostraciones en teoria matemadtica, se puede llegar a concebir el
importante papel y la cualidad de la demostracion, su caracteristica de, como
dice Gila Hanna, liberacion de una autoridad externa al basar ésta en el recurso a

la razon como ultima autoridad.

Sin embargo, si nos limitamos a estudiar o ver demostraciones de una
manera circunstancial, creo que lo que se transmite es lo contrario de lo que dice
Hanna: la demostracion puede parecer la constatacion de una autoridad superior
¢ inalcanzable como referente ultimo de las afirmaciones no entendidas. Se
reforzaria asi la presentacion autoritaria de las Matematicas, contribuyendo a su

rechazo.

Es por ello que considero que, tanto en la formacioén inicial de los maestros,
como en la ensefianza obligatoria, se debe dar este recurso a la demostracion
bajo la peticion constante de un ‘argumento’ que obligue al estudiante (en todos
los niveles) a buscar aquellos conocimientos que posee y que le hacen concebir

lo que acaba de afirmar.

En el aula de formacion de profesores

Como ultimo apartado, quiero exponer algunas consideraciones personales

sobre la formacion de profesores y Geometria.
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Puede que no sea completamente correcto el calificativo de ‘miedo’, pero lo
que muchos de nuestros estudiantes sienten hacia las Matematicas, y hacia la
Geometria, encaja en esa actitud, ademas de en la de ignorancia o
desconocimiento. No se trata solamente de que desconozcan procedimientos o
conceptos matematicos; su actitud es la de un buscar las maneras de ‘pasar’

rapidamente por estos contenidos ‘a los que no son capaces de entrar’.

Creo, entonces, que, si estamos trabajando en la formacion de profesores,
deberiamos fijarnos como objetivos, primero, que nuestros estudiantes se sientan
llenos de confianza al situarse al frente de una clase de Matematicas y, segundo,
dotarlos de la capacidad de poder usar las Matematicas para analizar y enfrentar

las situaciones de la vida diaria.

El primer objetivo lo considero fundamental para prevenir dos miedos:
miedo a la asignatura y miedo a los estudiantes. El ‘miedo a la asignatura’ debe
provenir del escueto conocimiento que nuestros estudiantes poseeran de la
materia Matematicas cuando se situen frente a una clase en Educacion Primaria,
miedo que se podria soslayar, en parte, con un aumento considerable de los
cursos de matemadticas en su formacion inicial, lo que puede suponer una tarea
imposible. El ‘miedo a los estudiantes’ proviene del también escueto
conocimiento, no ya de quiénes y de como son sus alumnas y alumnos, sino de
como se comportaran con relacion a la asignatura y de como se debieran

comportar.

El segundo objetivo -dotarlos de la capacidad de poder usar las
Matematicas para analizar y enfrentar situaciones de la vida diaria- lo considero
basico para conseguir la primera meta del proceso educativo: la consecucion de

un individuo auténomo Yy critico.

Sintetizando, podemos esquematizar asi nuestros objetivos:
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e Objetivo 1: Sentir confianza al frente de una clase
= Subobjetivo 1.a: Prevenir el miedo a la asignatura.
= Subobjetivo 1.b: Prevenir el miedo a los estudiantes.
e Objetivo 2: Poder usar las Matematicas en el andlisis y critica de las

situaciones diarias.

Vistas las cosas de este modo, parece que queda en segundo plano el

problema de la didactica de cada contenido especifico.

Si nos enfrentamos ahora a cada uno de los objetivos, debemos
preguntarnos primero, (como podemos prevenir el miedo a la asignatura?
Parece que la manera mas obvia es conociendo a fondo la materia, pero no
parece que los profesores de Educacion Secundaria o Bachillerato, licenciados
en Matematicas, nos den la solucion. Puede que un conocimiento profundo de la
materia lo que consigue a veces es aumentar la distancia entre educando y
educador, estableciendo una barrera que el educador se encarga de que no
traspase el educando puesto que, por definicion, el conocimiento matematico es
superior, formal y abstracto. Tener confianza con lo que no conocemos es
dificil, y la tendencia es la inseguridad y el aislamiento: relegamos asi el
conocimiento matematico, geométrico, al terreno de las cuestiones que se

plantean en el curriculum regido por los libros de texto.

Para mi la solucion vendria de la mano de un conocimiento distinto de las
Matematicas, de la Geometria, que ya conocen. No un conocimiento de
Geometria y Didactica, sino de Geometria en contextos didacticos, si queremos
llamarlo de algin modo. Se trata de volver a estudiar la Geometria tomando
como motor situaciones que el estudiante encuentra en su quehacer diario. Tiene

que ser una forma de repensar la materia, el conocimiento que de esta materia
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poseemos y poseen nuestros alumnos.

Y ese repensar debe comenzar por el filtro de la critica, que empieza en el
preguntarse ‘;por que?’: ¢por que se estudian los angulos?, ¢por que se
plantean estos problemas en clase?, ¢por qué se calcula asi el area de una

figura?

Mientras el profesor juntamente con sus alumnas y alumnos, no sea capaz
de encarar estas y otras preguntas, cuyas respuestas no tiene por qué saber, no
podremos avanzar hacia la consecucion de los objetivos primordiales de la
ensefianza y el aprendizaje. Cuando digo que quizds no se conozcan las
respuestas me refiero a que éstas estardn en funcién del momento, del profesor y

de los estudiantes.

Si pensamos que en el proceso de ensefar, el ‘sujeto’ de este proceso es
tanto el profesor como los estudiantes, y no solamente el profesor, no podemos
pensar en construir una ‘Didéctica de la Geometria’ sin tener en cuenta a cada
uno de ellos, con su realidad, sus inquietudes y sus experiencias; es decir, no
podemos limitarnos a los condicionantes psicologicos y epistemologicos. Lo que
tiene sentido realizar en una clase puede no ser apropiado para la contigua.
Frente a la comodidad de un curriculum compartido debemos encarar el reto de
una filosofia de ensefiar y aprender, en particular Matematicas, y Geometria;
filosofia de ensenar y aprender en la que no se deje de contemplar en ningln
momento el objetivo esencial de la educacion, y filosofia que parta de una
Filosofia de las Matematicas adecuada a la situacion que vivimos hoy, en esta
sociedad de la informacion donde las Matematicas permean todo y de una forma

distinta a cdmo se suelen presentar en un aula de Matematicas.

También tenemos en la vida diaria situaciones cuya solucion nos llevaria a

recurrir a problemas clasicos, pero que, si nos dejamos arrastrar por la idea de
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usar la Geometria para el andlisis y la critica de la sociedad, nos veremos
enfrascados en un debate en el que los contenidos geométricos encuentran su
verdadero sentido, no como conceptos ya estudiados y analizados que el
estudiante debe conocer, sino como conceptos-en-construccion que el estudiante

redescubre y sitila adecuadamente en su esquema ciencia-sociedad-cultura.

Los caminos que abren soluciones para este planteamiento del aprendizaje
de la Geometria los vemos enmarcarse en tres ideas: trabajo por proyectos,
ejemplificacion y planteamiento de problemas. La propuesta de planteamiento
de problemas, sin separarse de las otras dos, puede reconducirlas en una manera
de trabajar en la Matematica escolar no muy distinta al quehacer de los
investigadores matematicos. Una pedagogia de ‘planteamiento de problemas’
representa una aproximacién a la ensefianza poderosamente emancipadora
(Ernest, 1991, p. 291) y hace que los estudiantes se llenen de poder. Es decir,
promueve el conocimiento activo y la creacion de conocimiento por parte de los
estudiantes y legitima ese conocimiento como Matematicas, al menos en el

contexto escolar.

La resolucion de problemas permite que el estudiante se enfrente a su
aprendizaje de una manera creativa, pero el profesor todavia mantiene mucho
control sobre el contenido y sobre la forma de ensefianza. Si se aplica el enfoque
investigador de modo que se permita al estudiante plantear problemas y
preguntas para una investigacion relativamente libre, la educacion alcanza su

objetivo y el estudiante estd construyendo su conocimiento matematico.

La idea que centra este proyecto es el enfocar de una determinada manera la
tarea de preparar un profesor de Matematicas, que es al mismo tiempo

generalista. Se busca que el estudiante para profesor de Primaria sea capaz de

PAGINA 96 VOLUMEN VI W ANO 2004



De la Torre, E.

‘construir conocimiento matematico’, o, de otra manera, que sea capaz de ‘hacer
Matematicas’. Todo esto se puede contemplar como una manera de relacionar
las Matematicas, y la Geometria en particular, la demostracion y el
planteamiento de problemas, lo que requiere grandes dosis de visualizacion, y
ademds el situar como un objetivo central la construccion de conocimiento
matematico, entendida como una manera de ver el ‘hacer Matematicas’. Por ello
se plantea esta tarea en la formacion de profesores como un modo de ver ‘en

ejercicio’ lo que significa ‘hacer Matematicas’.

No creo que en un determinado momento podamos ensefiar algo nuevo y
luego pedir a los estudiantes que sean creativos y ‘construyan’ Matematicas. Me
parece percibir que en las clases de Matematicas se verifica una ruptura
alternativa entre momentos en los que se ‘comunica’ conocimiento y momentos
en los que se ‘construye’ conocimiento, y eso en el mejor de los casos, cuando

no se trata de una continuidad absoluta de momentos del primer tipo.

Si esto es lo que pensamos de la ensefianza en el nivel primario, ;jno se

debe reflejar en la ensefianza en el nivel universitario?

Ejemplificaciones:

1) La siguiente situacion es parte de una actividad realizada en la asignatura
optativa ‘Estrategias de Resolucion de Problemas’ de las especialidades de

Educacion Primaria y Educacion Infantil, en la titulacion de Maestro.
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Problema: Una bola
perfectamente elastica sale del
vértice A formando un angulo de
45° con la horizontal. Cuando
encuentra una de las cuatro
paredes del rectangulo rebota,
formando siempre un angulo de
45° con las bandas. ¢A qué
esquina llega y cuantos tramos
recorrera? Estudiar esta cuestion
para tableros de otras di- A B
mensiones.

El objetivo inicial de la situacion presentada parece ser encontrar una
expresion general del nimero de rebotes o tramos recorridos por la bola en una
mesa de billar de diferentes dimensiones. En principio aparecen implicadas
propiedades fisicas y geométricas: se habla de reflexion, dngulos, dimensiones,
diagonales,... Mas adelante en algiin grupo se habla de simetria, semejanza.
Pero en algunos los estudiantes aparecen conexiones con recuerdos relacionados
con otros temas matematicos, y asi es frecuente que alguien mencione el
maximo comun divisor, recordando aquello que se hacia con las fracciones
cuando se querian ‘reducir’ y también se mencione la palabra ‘simplificar’. Con
alguna orientacidn, a veces, se relacionan estas ideas con la ‘simplificacidén’ que
se introduce en el enunciado si se limitan a estudiar rectangulos cuyas longitudes
de los lados son ntimeros primos entre si, lo que surge después de formular la

tesis de que el comportamiento es idéntico en todos los rectangulos semejantes.

El paso final es lograr que las hipotesis que han ido surgiendo, se puedan
enunciar como teoremas para demostrar. El proceso de sintetizar y expresar las
relaciones que se han supuesto es un proceso complejo en el que los estudiantes
se enfrentan con la tarea de ‘construir matematicas’, en una manera semejante a

la que se espera que ellos buscaran en sus futuros alumnos de Educacion
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Primaria.

Esta dificultad que aparece a la hora de enunciar el teorema es doble,
ademads de las vacilaciones para lograr una expresion clara del resultado que se
ha establecido, esta la dificultad para conseguir, en un enunciado relativamente

corto, expresar las hipotesis y las relaciones encontradas.

Para completar esta ejemplificacion, podemos transcribir algunos de los

‘teoremas’ que los estudiantes fueron capaces de formular:

Teorema de Javier: "Una bola que sale del vértice A formando un angulo
de 45° con la horizontal, al encontrarse con una de las cuatro bandas, rebota
formando siempre un angulo de 45° con las bandas. La bola pasara por todos
los vértices de la trama de cuadrados si y sélo si una de las bandas del
rectangulo es de longitud impar y no tiene una medida multiplo de la otra

banda".

Teorema de José y Richard: "Si dos tableros tienen sus dimensiones
proporcionales (son rectangulos semejantes) y la bola sale desde la misma
esquina, entonces llegara en ambos a la misma esquina y con el mismo numero

de rebotes".

Teorema de Elvira: "En un tablero axb, (si a y b son primos entre si) el

nimero N de tramos recorridos por la bolaes: N=a + b -1"

2) Otro ejemplo es de una indole un poco diferente. La situacion presentada

es la bien conocida de las Torres de Hanoi:

Tres agujas estan clavadas sobre una tabla. En la aguja de la izquierda
hay 64 discos, ordenados por tamafo: desde el mayor que reposa en la tabla,

hasta el mas pequefio, en lo alto del montén. Un movimiento consiste en quitar
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el disco superior de una aguja y ponerlo en la pila de otra aguja, siempre que
no quede encima de un disco de menor tamafo. Encontrar una secuencia de
movimientos que permita pasar los discos de la aguja de la izquierda a la aguja
derecha. ¢ Cual es el menor nimero de movimientos necesario para pasar los 64

discos?

Los estudiantes, habitualmente son capaces de llegar a las dos formulas, la
recursiva (a, = 2:a,.; + 1) y la general (a, = 2" — 1). La de recursion esta cuasi-
demostrada, pero la otra es mas dificil, no bastaria la comprobacion de los
primeros casos. Una manera de demostrarla es construir el 'nimero de
movimientos para, por ejemplo, 6 arandelas', desarrollando la formula recursiva
y aplicarla a 1 arandela, a continuacion a 2, a 3,... hasta 6:
2(2(2(2(2x1+1)+1)+1)+1)+1, quitando los paréntesis llegamos a que es igual a:

2°+2%42°+2%+2+1 y eso es: 1 menos que 2°.

En general, llegaremos a la suma de las potencias sucesivas de 2, con

exponentes desde 0 hasta n-1, lo que se demuestra que es igual a 2"-1.

Para demostrar esto ultimo, lo podemos hacer con fichas como las de los

bloques multibase, o también representandolo de la manera siguiente:
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