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Resumen

En este trabajo se propone una estrategia didactica que incorpora las
representaciones graficas en la resolucion de desigualdades. Estas se plantean
desde tres contextos diferentes: numérico, analitico y grafico. Se toma como
base la necesidad puesta de manifiesto por diversos tedricos como Duval y
Vinner, entre otros, respecto del uso y conexion de distintas representaciones o
contextos. Ellos sefialan que los profesores de Matematicas promueven el
pensamiento algoritmico sobre el visual, por lo cual hay resistencias de los
estudiantes al uso de consideraciones visuales. Se resalta la trascendencia que el
pensamiento visual tiene para lograr el acceso y utilizacion de los conceptos
matematicos. Asimismo, se han establecido tanto las consideraciones
matematicas como las competencias necesarias de los estudiantes para lograr
nuestros objetivos.

Abstract

In this work, a teaching strategy that incorporates graphic representations
in the resolutions of inequalities is proposed. These are presented from three
different contexts: numerical, analytical and graphical. In all of them we take as
a basis the necessity, manifested by diverse theoretical authors such as Duval
and Vinner, among others, regarding the use and the connection of different
representations or contexts. They point out that Mathematics teachers promote
algorithmic thought over the visual; this is a reason by which some resistances
by the students to the use of visual considerations are usually observed. The
great importance that visual thought has in order to achieve the access and use of
mathematical concepts is emphasised. Not only have mathematical
considerations been established, but also the necessary competences of students
to achieve our objectives.
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Introduccion

Nuestra experiencia y los resultados de las investigaciones aportadas por
autores como Duval y Vinner (entre otros), nos han llevado a reflexionar acerca
de cOmo nuestros estudiantes han aprendido, o interiorizado, diferentes
conceptos matematicos.

Con frecuencia se detecta, en el aprendizaje de conocimientos
matematicos por parte de nuestros estudiantes, un problema que se ha
denominado disociacion algoritmia/conceptualizacion, y se refiere a las
dificultades que muestran los estudiantes para conectar de manera adecuada los
conceptos matematicos y los algoritmos o procedimientos asociados a éstos, en
la resolucion de determinados problemas.

En las investigaciones realizadas, se destacan las siguientes
observaciones:

e Los intentos de resolucion de problemas por parte de los estudiantes se
basan generalmente en técnicas de resolucion meramente algebraicas,
propias de la ensefianza tradicional.

e Los estudiantes muestran serias dificultades para enfrentarse a situaciones
problematicas por si solos y para resolverlas.

e Muchas veces no consiguen asociar los conceptos que han estudiado con
su utilidad en los diferentes contextos.

e Normalmente, no reconocen el momento en que deben o pueden aplicar
algun concepto matematico, algoritmo o método de resolucion.

La responsabilidad de esto recae sobre ellos, pero también en la tarea del
profesor que, tradicionalmente, ha favorecido el contexto algebraico y el
algoritmico para resolver situaciones problematicas en detrimento de los

contextos numéricos y graficos o visuales, que han sido infrautilizados.
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Los trabajos de Vinner, Eisenberg y Dreyfus resaltan los siguientes
aspectos:

- Existe un predominio del pensamiento algoritmico sobre el visual.

- La resistencia de los estudiantes a usar contextos graficos, visuales.

- Los profesores somos responsables de este predominio del aspecto
algebraico sobre el gréafico.

- Es el profesor quien debe planificar y dirigir un conjunto de actividades
que tiendan a generar actividad intelectual por parte del alumno.

Los alumnos aprenden a resolver sistemas de ecuaciones con distintos
métodos, derivan e integran funciones, las representan y estudian sus graficas
siguiendo una serie de algoritmos o procedimientos algebraicos y analiticos,
pero cuando se trata de resolver problemas en los que haya que determinar un
patron o modelo algebraico que permita reconocer y analizar el comportamiento
de un fendmeno o proceso y avanzar asi hacia la resolucién, muestran bastantes
dificultades.

Consideramos que si al estudiante se le proporciona la oportunidad de
interactuar con el objeto de estudio en los diferentes contextos (gréafico,
algebraico y numérico), puede entonces comprender las manipulaciones
algebraicas que se derivan de los procesos de resolucion de las situaciones
problematicas.

Por otro lado, los resultados de las investigaciones realizadas por autores
entre los que destacan Shoenfeld (1994), Duval (1999) y Herscovics (1980),
resaltan las dificultades encontradas en relacion con la significacion
convencional de las ecuaciones lineales. Esta significacion convencional, para la
ecuacion ax+by=c, con a, b, c, distintos de cero, es la de que todos los pares
de valores que la satisfacen son coordenadas de puntos de una recta, y viceversa
(Courant y Robbins, 1941).

Maés adelante, el trabajo de Hoyos (1999) plantea la construccién de una

ecuacion lineal a partir de su imagen grafica como una situacién apropiada para
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favorecer la transicion entre dos tipos diferentes de pensamiento algebraico:
"Variable visual de la representacion-Unidad significativa de la escritura
algebraica".

Son varios los investigadores que han investigado sobre la construccion
de las ecuaciones lineales a partir de su imagen gréafica.

Herscovics (1980); véase Hoyos (1998); considera el aprendizaje del
Algebra como una parte del aprendizaje del lenguaje matematico.

De acuerdo con dicho autor, un nuevo concepto puede introducirse
conectandolo con uno simple o con un concepto equivalente conocido por el
estudiante.

Esquematizamos a continuacion una representacion béasica, que deben
conocer los estudiantes, para diferenciar las ecuaciones de las inecuaciones de

primer grado:

Ecuaciones Inecuaciones

A\ 4 \ 4
Igualdades (=) Desiqualdades (<, <;>,2>)

De primer grado

/\

\ 4
A

Xx-2=7 3X—-2<7
X+1
i
x-y=16 X-y>16
SX+1=x+8 5x +1<x+8

También se les debe aclarar que: “Resolver una inecuacion significa hallar

los valores que deben tomar las incognitas para que se verifique la desigualdad”.
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Con este planteamiento, nos referimos aqui al tratamiento de las
desigualdades algebraicas, para lo que proponemos el estudio de algunos
ejemplos desde tres contextos diferentes: numérico, analitico y grafico.

Los ejemplos que vamos a estudiar son los siguientes:
a) x2-2x-3>0

b) [2x-1 >3

d) |-x2+9]< |x|

Desarrollo de las Actividades
¢ Actividad 1

* Para la primera desigualdad, x? -2x- 3 > 0, veamos el procedimiento en
el contexto numeérico. Factorizando previamente, tendremos: (x - 3) (x + 1) >0.
Para x = 3y x = - 1, tanto el miembro izquierdo como el derecho de la
inecuacion son nulos; por lo tanto, se pueden considerar los tres intervalos
siguientes: (-, - 1), (-3,-1) y (3, «).

Probemos el primer intervalo con x = -2, tenemos (-5) - (-1)=5, luego 5 >
0 indica que una parte del conjunto solucion es el intervalo (-, -1].

En el segundo intervalo, con x = 0, tenemos (-3) - (1)= -3, valor que no es
mayor ni igual que cero. Finalmente, verifiquemos el ultimo intervalo; para x =
6 tenemos (3) - (7) = 21, luego, es cierto que 21 > 0. Asi, podemos expresar el

conjunto solucion como: (-«, -1] U [3, «).
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* Ahora analicemos el proceso de solucion en el contexto algebraico, en

los dos casos siguientes:

1) x*-2x -3 > 0; factorizando, tenemos (x — 3) (x + 1) > 0. Para que el
producto sea mayor o igual que cero, es precisoque x -3 >0 y x+1 > 0;
resolviendo, obtenemos x > 3 y X > - 1, cuya solucion parcial es x > 3. El
producto también puede ser mayor o igual que cero si se cumple que x -3 <0y
X + | < 0; resolviendo, obtenemos x < 3y X < -1, cuya solucién parcial es X < -
1. Finalmente, podemos escribir la solucion como x < -1 0 x > 3, o bien, (-«, -
1] v [3, ).

2) X*-2x -3 > 0, completando el cuadrado (x - I)* > 4, resolviendo, y
utilizando las reglas algebraicas, obtenemos, x > 3 0o x < -1, obien, (-
w,-1] U[3, »).

* VVeamos ahora el contexto grafico.

En este contexto asumiremos que los miembros de la inecuacion pueden
ser considerados como funciones de x. Distingamos la primera modalidad, en la
cual suponemos competencias por parte del estudiante en las representaciones
gréaficas de funciones del tipo: f (X) =ax* + bx + ¢, cona, b, ¢c € R.

Para x*- 2x —3 > 0, si se considera el primer miembro y = x?*- 2x - 3,
esta ecuacion corresponde a la de una parabola, abierta hacia arriba y cuyo
vertice se localiza en el punto (1, - 4). Esto nos permite elaborar el disefio

siguiente:
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____________________________________________________

___________________________________________________

———————————————————————————————————————————————————

----------------------------------------------------

Interseccion con el eje de abscisas en x =3

Interseccion con el eje de abscisasenx = -1

En la figura se ve claramente que a partir de x = -1, hacia el infinito
negativo, el grafico esta por encima del eje horizontal. También a partir de x =
3, hacia el infinito positivo, el grafico esta por arriba del eje horizontal. Tales

intervalos forman parte del conjunto solucion que buscamos.

En una segunda modalidad, podemos trabajar con la inecuacion
factorizada, es decir, (x-3) (x +1) > 0. Paraello tomemosy, =(x-3) e v,
= (x + 1). Aqui asumiremos que el estudiante tiene competencias geomeétricas
para las funciones del tipo f (x) = ax + b, lo que nos permite elaborar el siguiente
esquema grafico:
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A partir del punto de interseccion, cuya abscisa es x = -1, hacia la

1zquierda, es decir, hacia el infinito negafivo, los signos de las "rectas” (factores)
son negativos, por lo que el producto £s mayor o igual que cero, luego dicho

intervalo forma parte del conjunto solycion.

/

A partir del punto de interseccion, cuya abscisa es X = 3, hacia la derecha,
es decir, hacia el infinito positivo, los signos de las "rectas"” son positivos, por lo
que el producto es mayor o igual que cero, luego dicho intervalo forma parte del

conjunto solucion,

Entre x=-1 y x =3, los signos de las "rectas” son opuestos, lo que hace
que el producto sea menor que cero; por lo tanto, el intervalo (-1, 3) no forma

parte del conjunto solucion.

En una tercera modalidad, la desigualdad x * - 2x - 3 > 0, puede

escribirse como: x* > 2x + 3. Aqui consideraremos y, =x* e y,=2x+ 3. Los
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disefios de las graficas respectivas se muestran a continuacion.

1 Punto de interseccién en x = 3

Punto de interseccionen x =

Pueden observarse dos puntos de interseccién entre las gréaficas,
correspondientes a x = -1 y a X = 3, respectivamente, los cuales determinan los
extremos de los intervalos de solucion. En particular, en el intervalo (-«, -1], la
parabola estad por encima de la recta, lo que significa que este intervalo forma
parte de la solucién. En el intervalo (-1, 3), la recta esta por encima de la
parabola, por lo que este intervalo no forma parte de la solucion. Finalmente, en
el intervalo [3, «), la parabola estd por encima de la recta, por lo que este

intervalo también forma parte de la solucion.

¢ Actividad 2

Consideremos otro ejemplo, la desigualdad | 2x — 1| > 3, que
analizaremos s6lo en el contexto gréafico.

Se aclara que supondremos competencias por parte del estudiante en la
representacion grafica de funciones del tipo f(x) = |a x-c|+b,cona,b,c e

R. El vértice de la gréafica se obtiene resolviendo la ecuacion de primer grado 2x
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-1 =0, cuya solucion es x = =. Las pendientes de las rectas que constituyen el

N |-

grafico de la funcién valor absoluto son 2 y -2, respectivamente.

De los resultados anteriores, se obtiene el siguiente grafico:

r r r al al al A A T _'I[__ T T r r r r r al al A
T O N S S U TN U JOOY U VU S -2 DU S SO IR TN SN SONUNY AU AU AN AU U S SN N B
!
.
.
;
.
.
.
.
_____________________________________________: _________________________________________________
S O SO U U JEUUY AUt JUUN UUUU SO OOt uge ) DU ISR MU T TNt HOU RO SO SO MO S AU SN S Y S
|
L [ o A 4 A J J 1 _JI_ L L L L [ [ [N 4 4 Jd
.

Se puede observar que la grafica correspondiente al valor absoluto, esta
por encima de la recta horizontal de ecuacion y = 3, en los intervalos (- «, - 1)
y (2, «). Los puntos extremos de los intervalos son, respectivamente, los puntos
de interseccion obtenidos por la resolucion de las ecuaciones2x -1=3 vy 1 -

2Xx= 3, 08ea,Xx=2y x=-1.

¢ Actividad 3

. , : : 1
A continuacién, consideremos la desigualdad P > x-3  que
X_

analizaremos solamente en el contexto grafico.

Asimismo, suponemos competencias por parte del estudiante en la

representacion gréfica de funciones de la forma f(x) = (%) +b,con k,b,c e
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x — 3. Aqui el grafico de y,, tiene patron

5 =

ey

1
X—2

1 y ordenada en el origen -3.

aficasen x = x,

de las gr
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Punto de interseccién
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Punto de interseccion de las gréficas en x

Optemos pory, =

de comportamiento del tipo y = l, salvo que y, estd desplazado de manera
X

horizontal y a la derecha en dos unidades, mientras que el grafico de y, es una

recta con pendiente m

Con lo anterior, se obtiene el siguiente dibujo:

La busqueda de la solucion de la desigualdad propuesta puede

interpretarse, en términos graficos, de la siguiente manera: nos interesan los

intervalos en los que la gréfica de la funcion racional esta por encima de la recta

inclinada; esto ocurreen (- ©, X, ) u (2, X, ).



Recursos Didacticos Graficos para el Tratamiento de Desigualdades

Para encontrar los puntos de interseccion tenemos que resolver la

ecuacion:
1
— =x-3,
X—2

Luego,

X?-5x + 5 = 0,

Si completamos el cuadrado, obtenemos:

Finalmente,
545
X= ,
2
Por lo que,
5-/5 5++/5
X1:T\/_ y x= 2\/_
El conjunto solucidn, por tanto, es:
5-+/5 5++/5
(o 2B L@ 8

¢ Actividad 4

Resolver:  |-x*+9| < |x|. Aqui también analizaremos solo el contexto

gréfico.
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| ' | | | ! | | | | 1 | | | | ] |
AT TANTI T TN T A T - T T T T T TN T (it Sl Bty Bty
' ' '

Los puntos de mtersecc\nide las dos graﬁ%on \

'__J__J__Zz__ ”__L__l__L__LZ__ "
Xl:ﬂ; X2: X3 = _1+\/_ X4=1 2
2

P, es simétrico de P, respecto del eje OY

P, es simétrico de P3 respecto del eje OY

La solucion de la desigualdad propuesta se interpreta en términos
graficos de la siguiente manera: nos interesan los intervalos en los que la gréafica

de la funcién y; = \—x2+9\ esta por debajo de la grafica de la funcion y,= |x|,

formada por la dos semirrectas.

Dichos intervalos son (

_1-437 1—\/§) y (—1+\/§ 1+\/§)
o 2 2 2

Los valores X1, X2, X3, ¥ X4 10s hemos obtenido resolviendo la ecuacion

—x?+9=x, teniendo en cuenta, ademas, la simetria.
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¢ Actividad 5

Por todo lo visto anteriormente, defendemos la necesidad y el interés de
trabajar previamente a las inecuaciones el bloque de nuestro programa “El
lenguaje de las funciones y de las graficas”.

En este blogue de contenidos, iniciamos el trabajo a partir de
actividades que sugieren situaciones reales, que dan pie a la elaboracion de una
tabla de valores que despues serdan representados en una grafica que
comentamos Yy analizamos y otras que, partiendo de una grafica, nos llevan a
describir una situacion. También estudiamos algunos modelos de funciones
especialmente interesantes: la funcién lineal y la funcion afin, la funcion
cuadratica y la funcién de proporcionalidad inversa, por ser modelos de
situaciones que habitualmente se presentan al trabajar problemas de
proporcionalidad directa o inversa, problemas de movimientos, asi como
algunas funciones de los tipos valor absoluto y exponencial, entre otras.

Estos conocimientos resultan especialmente Gtiles cuando queremos
tratar la resolucion de ecuaciones de una variable, pero también la de
inecuaciones de la forma f(x) > g(x) o f(x) < g(x).

El siguiente problema, es un ejemplo de actividad propuesta en la
asignatura optativa “La resolucion de problemas matematicos en la ensefianza
obligatoria”, de la Facultad de Formacion del Profesorado (FFP) de la ULPGC:

Si X, y, z son tres numeros positivos, entonces ¢Qué es mayor (1 +
X)) (1+y)-(1+2) 0 (8:-x-y-z)?

Para su resolucion, proponemos la estrategia de simplificar el problema,
particularizar y descomponer en problemas mas sencillos.

Inicialmente, consideramos el enfoque numérico, y damos valores
concretos a las variables X, y, z.

Asi, comprobamos que para las ternas de valores:
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x=1 X=2 Xx=0 x=1 x =10
y=1 y=2 y=0 y=2 y=2
z=1 z2=2 z=0 z=3 =7

los resultados que se obtienen son, en el primer caso, iguales para las dos
expresiones y en los demas casos resulta siempre mayor el valor de la primera
expresion.

Comprobamos también, que ocurre lo mismo (la primera expresion toma
valores mayores que la segunda) para valores de X, y, z comprendidos entre 0 y
1.

Analizamos ahora la situacion bajo el enfoque algebraico, desarrollando
para ello la primera expresion.

Asi resulta:

X2 +y2+ 22+ X2y + X272 +y? 72 + X2y? 72 + 1, que se comprueba facilmente
que es mayor que 8XxYy z.
Se investiga ahora el contexto grafico.
Expresamos el producto 8 xy z en la forma 2x - 2y - 2z para comparar:
(1+x?)-(1+y)-(1+2%) con 2x-2y-2z

El problema se reduce entonces a comparar entre si cada término del

primer producto con su correspondiente del segundo.

Representamos las gréaficas de las funciones: y, =1+x* e y,=2xylas

comparamos para los valores positivos de x.
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-----------------------------------------------

: : : 0 : : : x
1, 1 1 F
-6 -4 -2 0 i & G
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
_______________________________________________________________________________________________
: :
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
! !
: :
1 1 1 1 1 1 _2 1 1 1 1 1 1 1
_________________________________________________________________________________________________
: :
. .
: :
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
! !
__________________________________________________________________________________________________
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
: —4 : :
------ L e el ol il e it il il ol el il bl e it bl ]
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
! !
. .
--------------------------------------------------------------------------------------------------
. .
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
! !
' -6
1 1 1 1 1 1

---------------------------------------------------

Se ve claramente, que la paradbola esta por encima de la recta, salvo en el

punto de abscisa x =1, para el que ambas ordenadas son iguales, por lo que (1,2)

es un punto de tangencia de ambas gréaficas.

Esto permite visualizar y, a

hecha a partir de los casos particulares considerados en el enfoque numérico, y

concluir que la primera expresion es siempre mayor que la segunda, excepto en

continuacion, generalizar la observacion

el caso x =y =z =1 en el que toman el mismo valor: 8.

Todas las representaciones graficas, incluidas en este articulo, han sido

realizadas con el Programa informéatico Graphmatica, version 2.0c.
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