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Resumen

La formacion inicial del profesorado de Educacion Primaria se ve
implicada en la actualidad en cambios curriculares, ademas de legislativos y
organizativos. Los conocimientos matematicos que tienen los futuros profesores
no han sido contextualizados en situaciones de enseflanza (Fennema y Franke,
1992); es preciso, desde la formacion del profesorado, abordar la citada
reconstruccion desde esta nueva perspectiva.

En este trabajo se toman en consideracion el “Analisis Didactico” y los
“Organizadores del Curriculo” para presentar el lenguaje algebraico desde la
perspectiva del paso del lenguaje aritmético al algebraico en un Programa de
formacion del profesorado de Educacién Primaria.

Abstract

Preservice elementary teachers education is directly influenced by recent
changes not only in mathematics curriculum but also in the legislation and
embedded organization. The mathematical knowledge of future teachers needs
to be contextualizad in such a way that includes the new vision of those changes.

In this article, we take into account a “Didactic Analysis” and “Curriculum
Organizers” to introduce the algebraic language based on a perspective that
shows the transition from arithmetic to algebraic thinking as a part of a proposal
for elementary teachers' education.
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Introduccion

Los conocimientos matematicos que han construido los alumnos de
Magisterio no estan contextualizados en situaciones de ensefianza (en el sentido
de Fennema y Franke, 1992); por tanto, en la formacién de profesores, es
preciso abordar la citada reconstruccion desde esta nueva perspectiva. Es decir,
“no se trata de proporcionarles formacién de Matematica superior, sino de
ahondar en los saberes de las Matematicas que deben ensefiar (Burgués, 1998)”.

Debemos, en consecuencia, potenciar al maximo la capacidad
matematica de los alumnos, futuros profesores de Educacion Primaria, en
términos de conocimiento didactico. En este sentido tratamos de aportar
algunas reflexiones actuales, con el fin de justificar la inclusion de un tema
relativo al inicio del Algebra, en concreto desde la perspectiva del transito
del lenguaje aritmético al algebraico. Coincidimos con Alsina vy
colaboradores en que, en el Programa de formacion de un profesor de

Educacion Primaria, “El aprendizaje de las matematicas debe ser gradual,

sin saltos. El alumnado de primero de ESO no es radicalmente diferente al

de sexto de primaria, porque los cambios son graduales; las rupturas de
planteamiento educacional siempre han sido negativas” (Alsina Yy 0tros,

1996) y, por eso, el fin del tercer ciclo de Primaria, en el que tambien

actuaran nuestros alumnos de la Diplomatura de Magisterio, futuros

profesores de esta etapa educativa, es el momento adecuado para comenzar

a impartir los conocimientos didacticos relativos al lenguaje algebraico que

continuara trabajandose en la Secundaria Obligatoria.

Nos proponemos presentar la unidad temética titulada: “Del lenguaje
numeérico al lenguaje algebraico” en el marco de un programa de Formacion de
profesores de Educacién Primaria. El punto de partida para la inclusion de esta
unidad tematica en un programa de formacion de estos profesores lo constituye,

sin duda, la reflexion sobre los resultados de diferentes investigaciones vy
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desarrollos curriculares; entre otros: los trabajos de los propios autores en
lenguaje algebraico, en especial Palarea (1999); las diferentes pruebas aplicadas
en distintas ocasiones a alumnos de Magisterio, cuyos resultados han sido
comunicados en diferentes reuniones y congresos, desde las V JAEM en
Castellon (Palarea y Socas, 1991) hasta los presentados en el VI Seminario de
Investigacion en Pensamiento Numerico y Algebraico de la Sociedad Espariola
de Investigacidn en Educacion Matematica (SEIEM), celebrado en Santiago de
Compostela (Palarea y otros, 2002); o propuestas de desarrollos curriculares
como las que aporta el NCTM (2000).

El Algebra es considerada como una de las partes de las Matematicas que
mas tiempo ocupa en los curriculos, siendo fuente de una gran confusion y de
las actitudes negativas de muchos alumnos; la ensefianza-aprendizaje del
Algebra escolar genera muchas dificultades al profesorado y a los alumnos y
éstas son de naturaleza diversa.

Durante los Gltimos veinte y cinco afios, aproximadamente, el interés por el
estudio de estas dificultades ha sido enorme, tanto desde la perspectiva del
investigador, como del profesor.

El Algebra como materia escolar, se introduce a finales del siglo XIX en
los niveles de Secundaria en los paises europeos y americanos. Los contenidos y
su secuencia han permanecido casi inalterables hasta la fecha. Muchos cursos
iniciales de Algebra en diferentes paises empiezan con términos literales y su
relacion con referencias numericas dentro del contexto, primero de expresiones
algebraicas, y, mas tarde, de ecuaciones. Después de un periodo breve en el que
se realizan sustituciones numéricas en expresiones y ecuaciones, se trabaja la
simplificacion de expresiones y la resolucion de ecuaciones por métodos
formales. De esta manera, la manipulacion y factorizacion de polinomios y
expresiones racionales, se convierten en actividades regulares. Eventualmente
algunos programas incluyen funciones (lineales, cuadraticas, exponenciales,

logaritmicas y trigonométricas) y sus representaciones algebraica, tabular y
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grafica. Se intercalan problemas verbales, que pretenden ser aplicaciones al
“mundo real” de las técnicas algebraicas recién aprendidas. Estos contenidos son
los que cominmente aparecen en todos los libros de texto de Algebra elemental
(Kieran, 1992).

Los contenidos del Algebra escolar han permanecido casi inalterables en el
ambito escolar y actualmente hay cierta unanimidad sobre las competencias del
Algebra en la escuela obligatoria, en el sentido de que ésta debe ocuparse del
estudio de las “letras” o “variables” y de las propiedades que las relacionan;
existen, en consecuencia, diferentes interpretaciones sobre las formas de
alcanzar estas competencias en el lenguaje algebraico: aritmética generalizada,
resolucion de ecuaciones, funcional y estructural.

Desde el punto de vista del desarrollo del curriculo de Algebra, conviene
resaltar que, por ejemplo, en la LOGSE, el Algebra se contempla en el Disefio
Curricular Base del Area de Matematicas para la Ensefianza Secundaria
Obligatoria (12-16 afios) como un Bloque Conceptual dentro del Bloque | de
“Numeros y Operaciones” (MEC, 1989), ademéas de aparecer de manera
transversal a lo largo de todos los Bloques Tematicos. Propone desarrollar:

a) Significado y uso de las letras para representar nameros (un namero
desconocido fijo, un ndmero cualquiera, una relacion entre conjuntos de
numeros...). Férmulas y ecuaciones.

b) Reglas para desarrollar y simplificar expresiones literales sencillas.

Los procedimientos estan relacionados con la utilizacion de distintos
lenguajes, con algoritmos y destrezas y con estrategias generales.

Constatamos igualmente en otras propuestas de cambio curricular, como la
que se recoge en los Estandares del “National Council of Teachers of
Mathematics” (NCTM), la necesidad de reconocer la importancia de una nueva
pedagogia (Professional Standards for Teaching Mathematics, 1991) como

apunta la Norma 4: “Conocimiento de la Pedagogia de las Matematicas” y

234



Palarea, M@ M.; Socas, M. M.

también la importancia de promover el Algebra como disciplina que debe ser
ensefiada en los niveles K-12 (Curriculum and Evaluations Standars for School
Mathematics, 1989). En concreto, los ultimos estandares para Matematicas
escolares (NCTM, 2000) expresan, para los grados 3-5 (aproximadamente 8-11
afios) que “aunque el Algebra es una palabra que no se ha oido comdnmente en
aulas de los grados 3-5, las investigaciones y las conversaciones incluyen con
frecuencia elementos del razonamiento algebraico. Estas experiencias Yy
conversaciones proporcionan contextos ricos para avanzar en la comprension
matematica y son también un precursor importante al estudio formalizado del
Algebra en los grados medio y secundario”. Proponen que se:

- identifiquen o construyan los patrones numéricos y geometricos.

- describan los patrones verbalmente y se representen con las tablas o los
simbolos.

- busquen y apliquen las relaciones entre las cantidades que varian para
hacer predicciones.

- hagan y expliquen las generalizaciones que parecen trabajarse siempre en
situaciones particulares.

- utilicen los gréaficos para describir patrones y para hacer predicciones,

- exploren las caracteristicas del namero.

- utilicen la notacion inventada, los simbolos estandares y las variables para
expresar un patron, una generalizacién o una situacion.

El curriculo espafiol que deriva de la LOGSE contempla ciertas ideas
sugeridas por los estandares (NCTM, 1989 y 2000); en especial, porque permite,
al valorar de manera concreta el tratamiento de la Matematica como un todo
integral, la aportacion del Algebra con su caracter transversal como ejemplo
especifico dentro de la propia Area.

El Algebra es considerada, en general, en los Sistemas Educativos, como
una de las partes de la Matemaética que influye considerablemente en el aspecto

formativo del alumno, situacion que se ve favorecida por la potencia y
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simplicidad de sus propios lenguajes y métodos. El estudio de las diferentes
interpretaciones que se puede otorgar a las letras en el lenguaje algebraico, junto
con el analisis didactico del contenido curricular, tienen como objetivo que los
futuros profesores conozcan el lenguaje algebraico desde la perspectiva de su
ensefianza/aprendizaje, enfatizando tanto los aspectos sintacticos como los
semanticos, al contrario de lo que se hacia en épocas anteriores, en las que se
estudiaban los simbolos en si mismos, sin tener en cuenta su significado ni las
dificultades que su uso planteaba a muchos alumnos; se resalta especialmente el
interés por tres procesos esenciales del lenguaje algebraico: sustitucion formal,
generalizacion y modelizacion (Ruano y Socas, 2001).

Consideramos que es de gran utilidad la reflexion sobre el lenguaje
algebraico en el marco de una propuesta de formacion del profesorado de
Educacion Primaria que permite enlazar los contenidos numeéricos de la Primaria
con la iniciacion del Lenguaje Algebraico en la Secundaria Obligatoria. Esta
relacion la estableceremos desde una perspectiva que permita ampliar los
contenidos del curriculo de Matematicas, de manera que su consideracion no sea
solamente desde la ldgica interna de la disciplina, excesivamente restrictiva,
formal y técnica, sino desde la dimension curricular, perspectiva mas abierta del
saber matematico que se pretende ensefiar. En este sentido organizamos este
trabajo en los dos elementos basicos del desarrollo curricular: el analisis
didactico y los organizadores del curriculo, que pasamos a detallar a

continuacion, para terminar con unas breves consideraciones didacticas.

Analisis didactico y Organizadores del curriculo

El término “analisis didactico”, es empleado por algunos autores
(Freudhental, 1983; Puig y Cerdan, 1988) para indicar “el analisis de los
contenidos de las Matematicas que se realiza al servicio de la organizacion de su
ensefianza en los sistemas educativos” (Puig, 1997).

Creemos que es Util y operativo para la teoria curricular conservar este
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sentido del término analisis didactico y diferenciarlo del término “organizadores
del curriculo”; en esa direccion, la propuesta que hacemos para caracterizar el
término analisis didactico de un “contenido matematico curricular” es considerar
este analisis como el resultado que se obtiene al aplicar un procedimiento
metodoldgico global en términos de la relacidn triadica: contexto, referente y
significado, que estaria caracterizada de la siguiente manera:

El contexto quedaria determinado por un contenido matematico curricular
(Ienguaje algebraico) extraido del microsistema educativo objeto de la Didactica
de la Matematica.

El referente estaria determinado por la triada: curriculo, dificultades y
errores, y representaciones semioticas.

El significado estaria determinado por las tres relaciones basicas: curriculo-
dificultades y errores, curriculo-representaciones semidticas, y dificultades y
errores-representaciones semioticas.

El estudio contextualizado de estos tres referentes y las relaciones bésicas
es lo que estamos considerando como Analisis Didactico (Socas, 2001). En este
caso vamos a considerar los tres referentes: Curriculo, dificultades y errores, y
representaciones semioticas, que resultan adecuados para analizar y comprender
el contenido matematico curricular para la planificacion y gestion posterior del
proceso de ensefianza/aprendizaje.

El término “Organizadores del Curriculo” de Matematicas, es utilizado
por Rico (1997), como “aquellos conocimientos que adoptamos como
componentes fundamentales para articular el disefio, desarrollo y evaluacion de
unidades didacticas”.

Los Organizadores del Curriculo tienen la intencion de organizar el tercer
nivel de concrecion curricular: las Programaciones de Aula.

Para el autor, los organizadores mas relevantes son los siguientes:

- los errores, dificultades y obstaculos asociados a los conceptos y

procedimientos de cada unidad que se han puesto de manifiesto en las
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investigaciones;

- los diversos modos de representacion de los conceptos y procedimientos;

- las modelizaciones usuales de los conceptos;

- los fendmenos de los que han surgido los conceptos como formas de
organizacion asi como las aplicaciones practicas de los conocimientos;

- los materiales y recursos que puedan emplearse en la ensefianza;

- los aspectos historicos de interes;

a los que afnade las orientaciones establecidas en los documentos curriculares
editados por la Administracion Educativa, la estructura de los contenidos
especificos y su secuenciacion, asi como la bibliografia y los documentos
necesarios para el disefio y su desarrollo. No cabe duda de que la nocién de
organizador es una nocion amplia y abierta que permite afadir otros
organizadores diferentes, 0 no explicitos en los mencionados por el citado autor;
por ejemplo: las actividades, los tipos de tareas... 0, a nivel mas general, los
mismos elementos del disefio curricular, es decir, objetivos, contenidos,
metodologia, evaluacion, cuando éstos son considerados con el propdsito de
organizar Programaciones de Aula.

Lo que realmente es util en la propuesta que hace el profesor Rico (1997),
no es tanto un organizador u otro, sino la necesidad de entender que el profesor,
aun conociendo la propuesta curricular, no posee la formacion adecuada para
realizar las adaptaciones curriculares correspondientes que le lleven desde el
curriculo a las programaciones de aula, puesto que el documento curricular en si
mismo no proporciona al profesorado informacion suficiente para utilizar de
manera efectiva sus componentes (objetivos, contenidos, orientaciones
metodologicas y criterios de evaluacion) en la planificacion y gestion de las
programaciones de aula. No aporta, por ejemplo, elementos e informacion
significativa para seleccionar, secuenciar y organizar los contenidos, ni criterios
para valorar los logros en el aprendizaje, ni para el tratamiento adecuado de las

dificultades, obstaculos y errores que presentan los alumnos, ni para gestionar el
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trabajo en el aula, etc. Como sefiala Rico (1997) la estructuracion del curriculo
en objetivos, contenidos, metodologia y evaluacidn es adecuada para informar la
propuesta curricular, pero es insuficiente en tareas de disefio y planificacion del
trabajo en el aula. Es necesario, en consecuencia, plantear nuevos conceptos o
herramientas que faciliten de forma operativa el paso desde el curriculo a las
programaciones de aula.

De esta manera, los organizadores facilitan la planificacion de unidades
didacticas. Sin embargo, para Rico (op. cit.), de manera analoga, algunos de
estos organizadores: errores y dificultades, modelos y representaciones,
fenomenologia del conocimiento matematico, materiales y recursos y evolucion
histdrica del contenido, son elementos que a la vez que ofrecen la posibilidad de
realizar un Analisis Didactico de cada uno de los temas del curriculo de
Matematica, generan nuevos niveles de reflexion que deben considerar los
profesores en aras a la planificacion de unidades didacticas. Tanto para los
organizadores como para los elementos del analisis didactico encontramos
justificacion en el marco teérico general, que configura la Didactica de la
Matematica como disciplina cientifica y como asignatura en un plan de
formacion del profesorado. Son, por tanto, en estos campos del conocimiento,
que fundamentan la Didactica de la Matematica, en los que encontramos las
fuentes y los elementos que conforman y dan sentido, tanto a la investigacion
como a la planificacion de la ensefianza en esta Area.

No obstante, desde el punto de vista de planificacién de la ensefianza de la
Matematica conviene clarificar, si existen diferencias entre los elementos que
configuran el analisis didactico y los organizadores del curriculo, a efectos
especialmente, de precisar, por un lado estos constructos y, por otro, de hacerlos
operativos que es, en definitiva, el objetivo para el que fueron propuestos.

En este sentido, proponemos asignar funciones diferentes a los elementos
del analisis didactico y a los organizadores del curriculo. Nuestra propuesta es

aplicar nuevamente un procedimiento metodoldgico global y considerar, en este
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caso, tres referentes para los organizadores del curriculo: contexto, ensefianza-
aprendizaje y evaluacion.

El estudio de estos organizadores basicos y los derivados de las relaciones
principales permitird planificar y gestionar el curriculo en el tercer nivel de
concrecidon o programaciones de aulas, a partir del andlisis didactico realizado
previamente y que forman parte del primer referente de la triada que
denominamos contexto.

Proponemos utilizar los dos constructos anteriores: Analisis Didactico y
Organizadores del Curriculo con caracterizaciones mas precisas y con funciones
diferentes en el paso de las propuestas curriculares a las programaciones de aula.

Los elementos del Analisis Didactico: curriculo, dificultades y errores y
representaciones semioticas, son considerados como elementos de analisis del
contenido curricular objeto de ensefianza, que facilita la comprension de este
contenido en términos de poder organizar una propuesta coherente de
ensefianza/aprendizaje.

Los Organizadores del Curriculo: contexto, ensefianza/aprendizaje y
evaluacion, seran elementos operativos que, enlazados con los anteriores,
facilitan y proyectan la planificacion y gestion del contenido curricular objeto de
ensefianza/aprendizaje.

Esta propuesta que nos facilita un paso gradual desde el curriculo a las
programaciones de aula, y, en consecuencia, analizar un contenido matematico
desde una propuesta de ensefianza/aprendizaje, se puede concretar en:

- Analisis y comprension de un contenido de la propuesta curricular objeto
de ensefianza/aprendizaje, en términos de los elementos del Andlisis Didactico.

- Planificacion y gestion de las Programaciones de Aula de un contenido de
la propuesta curricular, en términos de los Organizadores del Curriculo.

Proponemos, en definitiva, un uso diferenciado de los elementos del
Analisis Didactico y de los Organizadores del Curriculo; los primeros facilitan

el andlisis y comprension de un contenido curricular objeto de

240



Palarea, M@ M.; Socas, M. M.

ensefianza/aprendizaje, mientras que los ultimos facilitan la planificacion y

gestion de las Programaciones de Aula.

Analisis didactico del lenguaje algebraico

Desarrollamos ahora cada uno de los elementos del analisis didactico que
hemos tomado en consideracion: curriculo, dificultades y errores vy
representaciones semioticas.

Curriculo

El elemento curriculo supone de hecho reorganizar el analisis general que
se ha hecho del curriculo de Matematica de toda una etapa educativa, por
ejemplo, la Educacién Primaria, y centrarnos en el contenido curricular que
pretendemos organizar para la propuesta de ensefianza/aprendizaje. Ahora bien,
si lo que consideramos es el Lenguaje Algebraico, que es un elemento de
contenido de la ESO, el elemento curriculo del anélisis didactico supone, en este
caso, tomar del curriculo de Matematica de la ESO todas aquellas referencias
que se hacen en relacion con este contenido.

En el caso concreto del Algebra para la Educacion Secundaria Obligatoria,
se pueden tomar como referencias diferentes documentos: BOC (1994), BOC
(1995), BOE (1991a), BOE (1991b), BOE (2001), 0 MEC (1989).

El elemento de analisis que denominamos curriculo debe incluir un estudio
de las capacidades o competencias matematicas exigidas a los alumnos para
superar los objetivos de una etapa o ciclo. Las capacidades como referente de la
competencia matematica, representan, junto con la organizacion cognitiva de
los conocimientos matematicos en tres grandes campos: conceptual,
procedimental y actitudinal, un papel esencial en el analisis y comprension del
contenido matematico curricular, lo que permitird mas tarde una conexién con
los elementos organizadores del curriculo a efecto de las Programaciones de
Aula.

De manera general, debemos sefialar que el referente curriculo, en el
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Analisis Didactico, supone un anélisis de los contenidos en las orientaciones
oficiales en términos cognitivos: conceptos, procedimientos y actitudes, asi
como las consideraciones historicas, epistemologicas, fenomenologicas y
practicas que afectan a los contenidos curriculares que, a efectos de simplificar
esta exposicion, no desarrollamos en este apartado. Insistiremos, en este trabajo,
en mostrar una propuesta global para la formacién de profesores en el marco de
la teoria curricular, y trataremos aspectos mas especificos Unicamente cuando

formulemos las actividades.

Dificultades y errores

En el aprendizaje de las Matematicas existen dificultades y obstaculos de
procedencia y naturaleza variadas que dan lugar a errores observables en la
actividad de los alumnos. Socas (1997) clasifica las dificultades en cinco
categorias, debidas o asociadas a la complejidad de los conceptos matematicos,
a los procesos de pensamiento, a la ensefianza, al desarrollo cognitivo, y a las
actitudes y emociones.

Estas dificultades también provienen de la existencia de obstaculos, que se
pueden caracterizar como conocimientos anteriores resistentes al cambio
(Brousseau, 1986). Los errores de los alumnos en Matematicas forman parte de
los procesos de ensefianza y aprendizaje y estan normalmente asociados a la
existencia de las dificultades y obstaculos mencionados; se producen cuando el
alumno proporciona una respuesta incorrecta a una tarea matematica. El interés
del conocimiento de los errores por parte del profesor es evidente para entender
la probleméatica de un conocimiento objeto de ensefianza. Los errores
constituyen la base sobre la que se debe articular la ensefianza. Los trabajos de
investigacion en este campo se orientan a descubrir las areas susceptibles de
errores graves y desconocidos, a detectar dichos errores y a disefiar una
ensefianza basada en el desarrollo de estructuras conceptuales que los eviten.

El elemento del andlisis didactico que hemos denominado “dificultades y
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errores” pretende que el futuro profesor conozca, en lineas generales, algunos
resultados de las investigaciones realizadas sobre la ensefianza y aprendizaje de
los contenidos matematicos correspondientes, en términos de dificultades y
errores. Diferentes investigaciones que se desarrollan en el campo de la
Educacién Matematica van dirigidas al analisis de las dificultades y los errores
que tienen los alumnos para adquirir los conocimientos matematicos.

El profesor en formacidn debera disponer, al hacer un analisis didactico, de
informacién sobre cuales son los errores o conocimientos insuficientes que
poseen los estudiantes sobre un topico concreto, asi como aquellos aspectos en
los que van a tener una dificultad especial. Esto sugerird posibles formas de
ayudar a los alumnos a corregir dichos errores y superar alguna de estas
dificultades.

Ademas, el profesor debe conocer formas de diagnéstico de esos errores y
cdémo articular modelos de intervencion para superarlos. Esto ultimo constituye
un tema de investigacion de actualidad.

El Analisis Didactico en relacion con las dificultades, los obstaculos y los
errores en Matematicas, se harad siguiendo el marco tedrico descrito en Socas
(1997).

El Algebra escolar es considerada como una de las partes de la Matematica
que influye considerablemente en el aspecto formativo, por la potencia y
simplicidad de sus registros formales y por sus métodos, pero su aprendizaje
genera muchas dificultades a los alumnos. Estas dificultades, de procedencia
distinta, se conectan y refuerzan en redes complejas que se concretan en la
practica en forma de obstaculos y se manifiestan en los alumnos, mediante
errores.

En relacion con las dificultades asociadas a la complejidad de los objetos
del Algebra, observamos como éstos operan a dos niveles: el nivel semantico
(los signos son dados con un significado claro y preciso), y el nivel sintactico

(los signos pueden ser operados mediante reglas, sin referencia directa a ningun
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significado). Son estos dos aspectos los que ponen de manifiesto la naturaleza
abstracta y la complejidad de los conceptos matematicos.

En relacién con las dificultades asociadas a los procesos de pensamiento en
Algebra, también se observa que se ponen de manifiesto en la naturaleza légica
del Algebra y en las rupturas que se dan necesariamente en relacion con los
modos de pensamiento algebraico.

Los modos de pensamiento algebraico provocan rupturas que se convierten
en dificultades en el proceso normal de construccion del conocimiento
matematico. El saber matematico anterior produce modelos implicitos para
resolver los problemas matematicos. Muchas veces estos modelos son
adecuados, pero otras, por el contrario, aparecen como dificultades para el saber
matematico nuevo: el saber algebraico.

Estas dificultades, en general, no se pueden evitar ya que forman parte del
proceso normal de construccion del conocimiento matematico, pero los
profesores tienen que conocerlas y reflexionar sobre ellas para facilitar su
explicitacion por parte de los alumnos. Si se quedan implicitas, es muy dificil
incorporar otro saber nuevo.

A titulo de ejemplo, podemos sefialar, que cuando un modelo queda
implicito constituye un conflicto para otros. Asi por ejemplo a los modelos “x?”,
“Jx” 0 “1/x”, se les suele aplicar las propiedades de linealidad:

(@a+b)?> =a2+b% Ja+b =+a +b, U(x+y)=1/x+1ly,
en las que este primer error adquiere mas fuerza a causa de la analogia con la
igualdad:
(a+b) (a-b) = a%- b2,

Las dificultades asociadas a los procesos de ensefianza desarrollados para el
aprendizaje del Algebra tienen que ver con la institucion escolar, con el
curriculo y con los métodos usados para su ensefianza.

Las dificultades asociadas a los procesos de desarrollo cognitivo de los

alumnos tienen que ver con los estadios generales del desarrollo intelectual,
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representado cada uno de ellos por un modo caracteristico de razonamiento y
por unas tareas especificas de Algebra que los alumnos son capaces de hacer.

En relacion con las dificultades asociadas a actitudes afectivas y
emocionales, sabemos de las dificultades de muchos estudiantes hacia el
Algebra, muchos tienen sentimientos de tension y miedo hacia dicha materia.
Sin lugar a duda, muchos son los aspectos que influyen en esta aversion. Por
ejemplo, la naturaleza jerarquica del conocimiento matematico, la actitud de los
profesores de Matematicas hacia sus alumnos, los estilos de ensefianza y las
actitudes y creencias hacia las Matematicas que les son transmitidas.

Un segundo elemento que tiene que ver con la organizacion de los errores
son los obstaculos. El concepto de obstaculo fue introducido por primera vez por
el filosofo francés Bachelard (1938) en el contexto de las ciencias
experimentales, bajo la denominacion de obstaculo epistemolégico.

Atendiendo a su causa, podemos caracterizar, a nuestro juicio, dos grupos
de errores que se producen en el aprendizaje del Algebra. Unos tienen su origen
en un obstaculo, mientras que otros lo tienen en una ausencia de significado.
Estos ultimos, tendrian dos procedencias distintas: una, relacionada con las
dificultades asociadas a la complejidad de los objetos y de los procesos de
pensamiento algebraico, y otra, relacionada con las dificultades asociadas a las
actitudes afectivas y emocionales hacia el Algebra. Estos tres ejes estarian
determinados por: 1) Errores que tienen su origen en un obstaculo; I1) Errores
que tienen su origen en ausencia de sentido; y, I11) Errores que tienen su origen
en actitudes efectivas y emocionales (Socas, 1997).

Aportaciones recientes al estudio de errores y sus origenes relativas a los
tres procesos basicos del lenguaje algebraico: sustitucion formal, generalizacion
y modelizacion se encuentra en el trabajo de Ruano y Socas (2001).

Representacion semiotica

Las representaciones semiéticas son el tercer elemento del Anaélisis

Didactico. Como sefialan Janvier y Vergnaud (1994), el término representacion
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tiene un sentido amplio en Educacion Matematica:

“Situaciones o conjunto de situaciones fisicas externas
estructuradas, que pueden describirse matematicamente englobando ideas
matematicas (representaciones fisicas externas que van desde geoplanos a
micromundos).

- Sistemas simbdlicos externos estructurados. Incluyen sistemas
linglisticos, notaciones y constructos matematicos formales, o aspectos
simbdlicos de entornos computacionales.

- Representaciones internas y sistemas de representacion. Incluyen
representaciones de ideas matematicas (fracciones, razones, proporciones,
funciones,... asi como las mas amplias teorias de representacion cognitiva,
desde el esquema de imagenes hasta la planificacion heuristica”.

Esta nocion amplia de representacion cubre los diferentes aspectos y
situaciones dadas en un proceso de ensefianza/aprendizaje.

El papel de las representaciones en el aprendizaje de las Matematicas es
importante, fundamentalmente, por dos razones: la primera tiene que ver con las
propias Matematicas, en las que las representaciones son algo inherente a ellas,
y la otra es de tipo psicologico, ya que las representaciones mejoran
notablemente la comprension en los alumnos (Paivio, 1978; Vega, 1985). Sin
embargo, los diferentes desarrollos del curriculo del Algebra han ignorado el
enorme interés que los Sistemas de Representacion Semidticos (SRS) tienen en
la construccion del conocimiento algebraico y lo han considerado, en el mejor
de los casos, como un afiadido al proceso de conceptualizacion. Mas, en el
aprendizaje del Algebra, los SRS ocupan un lugar central en el que la habilidad
para cambiar de registros constituye una capacidad matematica esencial.

Los objetos matematicos no son accesibles por medio de la percepcion o
por una experiencia intuitiva inmediata al contrario de lo que ocurre con los
objetos comunmente sefialados como “reales” o “fisicos”. Es necesario poder

proporcionar representantes.
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Los objetos matematicos se representan por tanto, mediante los SRS y
existen diferentes tipos de representaciones que favorecen una comprensién mas
amplia de los conceptos; sin embargo, existe la preocupacion entre los
matematicos y los profesores de Matematicas para que los alumnos no
confundan los objetos matematicos con sus representaciones semidticas, es por
ello por lo que se ha favorecido més los SRS formales que los SRS de naturaleza
visual caracterizados también como representaciones intuitivas.

El dominio de un SRS formal es mas una meta que un camino en la que
aparece una sucesion de estadios de desarrollo cognitivo que se dan, hasta
producir competencia, en su manejo:

1) Estadio semidtico: Los alumnos aprenden signos nuevos que adquieren
significado con los signos antiguos ya conocidos.

2) Estadio estructural: El sistema nuevo se estructura segun la organizacion
del antiguo; aparecen en este estadio estructural verdaderas dificultades
cognitivas que, al no ser explicadas por el sistema antiguo, obliga a recurrir a la
observacion de regularidades y comportamientos patrones para dotarlos de
significado.

3) Estadio autébnomo: Los signos actuan con significados propios
independientemente del sistema anterior (Socas, 1997).

Este es el proceso de generalizacion de las Matematicas y constituye una de
sus caracteristicas como parte inherente del desarrollo de sus signos. Es, por
tanto, el sistema nuevo, una fuente de dificultades por el hecho de encontrarnos
con elementos que no pueden ser conocidos en términos del sistema de signos
antiguo, como es el caso del Algebra. De ahi que insistamos en la necesidad del
uso de diferentes sistemas de representacion como fuentes de significado, en
especial, el del objeto geométrico como un registro de representacion semiotica
del Algebra.

En esta unidad tematica podemos usar distintos modelos que se pueden

expresar mediante diferentes representaciones de naturaleza analégica o digital:
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de equilibrio, numéricos, analiticos, graficos, geométricos ...

Las representaciones graficas o geométricas aportan distintas
representaciones visuales discretas o continuas que dan significado al lenguaje
algebraico. Las conversiones entre diferentes lenguajes: habitual, gréafico,
aritmético, geométrico y algebraico, facilitan los procesos de sustitucion formal
y generalizacion tipicos del lenguaje algebraico en esta etapa educativa.

También son utiles diferentes materiales didacticos como tableros de fichas,
balanzas, Puzzle Algebraico, dominos, barajas, diagramas, juegos de reglas para
el Algebra, tramas de papel punteado, palillos..., y recursos como la calculadora

grafica y determinados programas de ordenador.

Organizadores del curriculo para el lenguaje algebraico

Pasamos a desarrollar cada uno de los elementos de los organizadores del
curriculo: contexto, ensefianza/aprendizaje y evaluacion.

Contexto

A efectos practicos, consideramos dos aspectos en el organizador
“contexto”: “Situacion inicial” y “Objetivos-contenidos”.

La situacion inicial supone colocar la unidad de aprendizaje en las
condiciones del Centro, Alumnos y Curriculo, es decir, se retoman los elementos
del analisis didactico realizado con anterioridad y se sitlan en un centro y unos
alumnos concretos.

El segundo apartado explicita el binomio objetivos/contenidos, que permite
la reflexidn anunciada del transito de lo aritmético a lo algebraico, y que pueden
quedar caracterizados como sigue:

Objetivos

- Conocer la orientacion curricular del Algebra en la Educacion Secundaria
Obligatoria y la importancia otorgada a los significados y al razonamiento
algebraico en el transito de la Aritmética al Algebra.

- Conocer distintas interpretaciones de las letras en Algebra y su
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transferencia al enfoque de ensefianza-aprendizaje.

- Reconocer generalidades en contextos aritméticos y geométricos.

- Representar situaciones y patrones numéricos con tablas.

- Representar situaciones y patrones numeéricos con expresiones verbales.

- Representar situaciones y patrones numeéricos con expresiones
algebraicas.

- Representar situaciones y patrones numericos con relaciones.

- Probar relaciones y regularidades sencillas.

- Reconocer igualdades algebraicas como expresion de propiedades
generales de los nUmeros (conmutativa, asociativa y distributiva).

- Hacer traducciones entre los lenguajes habitual, numérico, algebraico y
geomeétrico.

- Interpretar y expresar en lenguaje habitual expresiones algebraicas
sencillas.

- Interpretar numericamente expresiones sencillas escritas en forma
simbolica.

- Determinar el valor numérico de una expresion algebraica sencilla.

- Interpretar geométricamente expresiones sencillas escritas en forma
simbolica.

- Construir tablas de valores a partir de una formula.

- Leer e interpretar formulas.

- Manipular (despejar incognitas) formulas.

- Saber operar y simplificar expresiones algebraicas sencillas (monomios)
con las operaciones de sumar, restar, multiplicar y dividir y las propiedades
distributiva y sacar factor coman.

- Respetar la jerarquia de operaciones.

- Usar adecuadamente los paréntesis.

- Utilizar simbolos para expresar variables, regularidades, relaciones y

enunciados verbales.
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- Describir, ampliar y hacer generalizaciones sobre patrones geométricos y
numéricos.

- Conocer modelos, recursos, materiales didacticos y representaciones
semidticas para el trabajo inicial con el lenguaje algebraico.

- Analizar el desarrollo del Algebra desde la perspectiva epistemoldgica y
fenomenoldgica.

- Analizar los procesos de construccion del conocimiento algebraico.

- Potenciar una ensefianza/aprendizaje del Algebra desde la perspectiva de
la conexidn entre diferentes contextos y la integraciéon de varios sistemas de
representacion.

- Analizar la competencia algebraica deseable en el alumnado.

- Analizar las dificultades, los obstaculos y los errores que se presentan en
la ensefianza/aprendizaje del lenguaje algebraico.

Contenidos

- Anélisis de los momentos clave en el desarrollo histdrico del Algebra y su
aplicacion en la ensefianza/aprendizaje.

- El trénsito de la Aritmética al Algebra en la Ensefianza Secundaria
Obligatoria.

- Caracteristicas del lenguaje algebraico. Uso vy significado de las letras.
Diferentes enfoques del Algebra.

- Estudio curricular del Algebra. Enfasis en las diferentes fuentes de
significado para el lenguaje algebraico.

- Dificultades, obstaculos y errores en Algebra.

- Habilidades cognitivas (de caracter conceptual y operacional) y afectivas
que mediatizan el desarrollo de la competencia algebraica.

- Reconocimiento de generalidades en los contextos aritmético y
geomeétrico.

- Formulacion algebraica de regularidades.

- Formulacion algebraica de relaciones.
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- Probar relaciones y regularidades.

- Generalizacion de propiedades numéricas.

- Expresion algebraica de enunciados de problemas, dados en lenguaje
habitual o geométrico.

- Interpretacion en lenguaje habitual de expresiones algebraicas sencillas.

- Interpretacion de expresiones sencillas escritas en forma simbolica en
contextos numéricos y geomeétricos.

- Lectura y manipulacién de férmulas en contextos geométricos y fisicos.

- Reglas para desarrollar y simplificar expresiones algebraicas sencillas:
suma y resta de monomios, producto de monomios, tratamiento de la propiedad
distributiva y sacar factor comun, y cociente de monomios.

- Resolucion de ecuaciones de forma general ax + b =c¢ x + d, en las que a,
b, ¢ y d son enteros.

- Modelos, representaciones semidticas, materiales didacticos, recursos,
contextos y entornos informaticos para comunicar y pensar sobre el lenguaje
algebraico.

Ensefanza/aprendizaje

A efectos practicos, consideramos, nuevamente, dos aspectos en el
organizador “Ensefianza/aprendizaje”. “Recursos y organizacion espacio-
temporal” y “Proceso de ensefianza/aprendizaje: actividades”.

En relacion con los recursos y la organizacion espacio-temporal, sefialamos,
a modo de ejemplo, que los recursos se organizan en torno a los siguientes
elementos:

- Guiones de trabajo y documentos elaborados por el profesor.

- Analisis didactico: bibliografia basica recomendada.

- Anélisis de la ensefianza y el aprendizaje: cuadernos, controles y
producciones de alumnos de Educacion Primaria y de Magisterio relacionados
con el tema.

- Planificacién: esquema de una unidad didactica.

251



Del lenguaje numérico al algebraico. Propuesta de formacién del Profesorado de Primaria

- Modelos y materiales didacticos.

- Audiograbaciones del trabajo desarrollado en el aula.

- Videograbaciones de entrevistas clinicas con protocolos sobre aspectos
concretos relacionados con el proceso de ensefianza/ aprendizaje del contenido
del tema.

El proceso de ensefianza/aprendizaje que se propone para desarrollar este
tema tiene en si un fin formativo, es decir, aspira a ser un modelo metodolégico
de ensefianza para los futuros docentes.

Para el desarrollo de la clase, al iniciarse el desarrollo del tema cada uno de
los alumnos dispondra del curriculo oficial basico, asi como de la bibliografia
necesaria aportada por el profesor en forma de fotocopias o indicada para su
busqueda.

Cada estudiante construye su propio conocimiento didactico en un proceso
individual y social; por eso es imprescindible la reflexion individual y las
interacciones con los compafieros. Cada alumno dispondra de su propio
material.

Ademas se realizara una evaluacion de diagnostico para confirmar las
creencias y concepciones previas respecto a los lenguajes aritmético y
algebraico.

A continuacion indicamos, a modo de ejemplo, diferentes elementos
indicados para facilitar la construccion del conocimiento didactico:

- Lectura de documentos de historia del Algebra que muestran aspectos
significativos de su construccion.

Estas lecturas proporcionan a los alumnos aspectos significativos de su
construccion y les informan de dificultades y obstaculos que se han dado en la
construccion de este conocimiento y de las diferentes representaciones
semioticas en la que los aspectos semanticos y sintacticos suponen un papel
clave en la construccion y desarrollo de este lenguaje algebraico. Estos

documentos se seleccionaran de libros, revistas y de Internet. También se les
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planteara la reflexion sobre el Informe Cockcroft (1985) y los Estandares del
NCTM (1989, 2000) en lo relativo al Algebra.

- Contestar pruebas o cuestionarios relacionados con el Algebra y en
especial con el lenguaje algebraico y analizarlas junto a las de autores como,
Palarea (1999) o Trigueros y otros (1996).

- Ensefar estrategias de adquisicién de habilidades cognitivas de caracter
operacional y conceptual en el tratamiento del Algebra.

El conocimiento de las habilidades de los dos tipos, asi como de las
estrategias para su adquisicion, facilitara en gran manera la comprension del
lenguaje algebraico.

- Asimismo se ensefiard a detectar regularidades y patrones, asi como a
generalizar mediante el material entregado para ello.

- Se plantearan, con ejemplos, dificultades, obstaculos y errores mas
comunes existentes en el tratamiento del Algebra escolar.

- Reflexion acerca de los contenidos de Algebra escolar implicados en el
proyecto SMP y de trabajos de profesores en activo.

Como ejemplo de actividades seleccionamos las siguientes:

1) Utilizando los textos de (Socas y otros, 1989) y de Kieran (1992), los
alumnos deben realizar un breve andlisis historico del desarrollo de las tres
etapas del Algebra y su simbolismo.

Se pondra énfasis en las tres etapas: retorica, sincopada y simbolica, en la
evolucion del algebra y su simbolismo. Se relacionaran estas tres etapas con los
estadios de desarrollo cognitivo de los signos matematicos (Socas, 1997).

2) Estudio de un material de desarrollo curricular del Algebra, entre otros,
Palarea (1999), SMP (1985), Socas y otros (1989), Grupo Azarquiel (1993) o
Coriat y otros (1994).

Este trabajo ayudara a comprender las propuestas y secuencias didacticas

para expresiones algebraicas y ecuaciones.
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3) Leer documentos en los que se recogen conocimientos didacticos
relacionados con el Algebra y mas especificamente con el lenguaje algebraico:
Revistas (Numeros, Suma, Aula, Cuadernos de Pedagogia, Uno...), Libros
(Orton, 1990; Alsina y otros, 1996; Pimm, 1990), los Estandares del NCTM
(1989, 1991, 2000)...

4) Discutir y analizar la posicion en el curriculo del inicio del Algebra en la
escuela.

Se utilizaran los documentos del MEC (1989, 1992) relativos a la LOGSE,
la LOCE (BOE, 2002) o los Estandares del NCTM (2000).

5) Cada grupo de estudiantes elige un recurso o material para la ensefianza
del Algebra (balanza, area de rectangulos, tableros de fichas de colores, juegos,
software, Puzzle Algebraico, entre otros), hace un informe del mismo y lo
presenta al resto de comparieros.

En el analisis se debera especificar la descripcion del material o recurso
elegido, los objetivos didacticos que se pueden conseguir con él, las actividades
contextualizadas que pueden realizarse con el material 0 recurso y una critica del
mismo.

6) Se presentan respuestas erroneas de alumnos de distintos niveles
educativos. Los estudiantes en grupo de trabajo analizan e identifican las causas
de los errores y proponen formas para tratar de superarlos.

Las respuestas de los alumnos se pueden tomar del Grupo Azarquiel
(1993), Socas y Palarea (1997), Palarea (1999) y Palarea, Hernandez y Socas.
(2001). Los errores son analizados desde la perspectiva descrita en Socas (1997)
y los alumnos han de intentar proponer formas de actuacién para corregirlos.

Junto al trabajo descrito en las actividades anteriores en el desarrollo de la
unidad tematica se ira incluyendo otro tipo de actividades, que incide
fundamentalmente en la utilizacion por parte de los alumnos de capacidades
especificas en diferentes representaciones semioticas, en relacion con el lenguaje

algebraico como son, por ejemplo:
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- Expresar igualdades de cantidades con numeros y simbolos (Socas y
otros, 1989).

- Pasar de un enunciado verbal a la representacion simbolica mediante el
uso de un material didactico: balanza... (Socas y otros, 1989, 1993).

- Pasar de un enunciado verbal a su expresién simbolica mediante el uso de
diagramas y plantear ecuaciones de primer grado con una incognita y de
segundo grado.

- Resolver ecuaciones de primer grado de las formasa+x=byax=b vy
ax + b = ¢, mediante diagramas y con cartulina y fichas bicolores (Socas y otros,
1989, p. 197-199).

- Resolucidn de ecuaciones de segundo grado de las formas x> = a, X2 + a =
byx?+ax+b=0con el modelo propuesto en (Socas y otros, 1989, p. 200 y
siguientes) y con su inversion.

- Uso de pasatiempos algebraicos: Cuadrados magicos, Crucigramas
algebraicos, Ruedas algebraicas, Circulos algebraicos, Estrellas algebraicas,
Dominos algebraicos, Chinchon algebraico (Garcia, 1998).

- Juegos de adivinar nimeros, con tarjetas de preguntas y respuestas, Juego
de preparacion de resolucién de ecuaciones (Aizpun, 1986).

- Representacion y uso de los objetos algebraicos mediante el Puzzle
algebraico (Socas, 2000 a y 2000 b).

- Actividades para el acercamiento a la generalizacion utilizando bordes,
palillos, fichas, superproblemas (Friedlander, 1996).

- Actividades con las Regletas de Cuisenaire.

- Visualizaciones: Demostracion de la distributividad, igualdades notables,
operaciones con monomios...

- Actividades de plegado de papel.

- Vifietas de apoyo en traduccion de lenguajes.

- Utilizacion de planos o fotografias para relacionar el Algebra con la

medida.
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Evaluacion

A efectos practicos, consideramos, igualmente, dos aspectos en el
organizador “Evaluacion”: “Capacidades y criterios” y “Evaluacion del alumno
y de la Unidad Tematica”.

De manera muy breve podemos sefialar que esperamos que los alumnos en
formacion sean capaces de:

- Realizar en grupo una secuencia de actividades relacionadas con la unidad
tematica.

- Hacer un informe de un material didactico.

- Enunciar algunos itemes para un test de Algebra.

- Realizar un listado de recursos que pueda ser util para un primer
acercamiento al Algebra escolar.

- Realizar un comentario acerca de su actitud hacia el Algebra, antes y

después de la instruccion, (éste no sera evaluado cuantitativamente).

Implicaciones didacticas

El conocimiento profesional que debe poseer el profesorado de Educacién
Primaria para desarrollar con garantias las demandas del curriculo, supone, entre
otros muchos aspectos, adquirir habilidades especificas que le permitan disefiar,
desarrollar y evaluar unidades de intervencién en el aula.

La propuesta metodoldgica de formacion de profesores que se considera,
tomando como ejemplo el Lenguaje Algebraico, concede prioridad a las
actividades practicas con la participacion activa de los alumnos,
proporcionandoles una informacién, lo mas clara posible, de los medios que
pueden utilizar. Estos se concretan en los dos esquemas de analisis desarrollado:
la triada de elementos del Analisis Didactico y la triada de los Organizadores del
curriculo, que permiten concretar, de manera operativa, las unidades de

intervencion en el aula.
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