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Resumen:

En este articulo se plantea como problema el estudio de las
habilidades cognitivas de caracter operacional y conceptual implicadas en
los procesos de adquisicién y uso del Lenguaje Algebraico y también del
uso y comprension de los registros o sistemas de representacion utilizados
en dos topicos concretos: expresiones algebraicas y ecuaciones lineales,
con alumnos de 12-14 afos.

El estudio central del trabajo indicado se realiza con la finalidad de
tener elementos suficientes para elaborar una propuesta curricular para la
ensefianza/aprendizaje del algebra en el primer ciclo de la Ensefianza
Secundaria Obligatoria.

Planteado el problema de investigacion y formulados los objetivos se
establece un marco tedrico local y un sistema categorial donde el problema
es analizado, para finalizar aportando algunas consideraciones relativas a la
adquisicion del Lenguaje Algebraico en este ciclo educativo.

Abstract

In this work the operational and conceptual cognitive abilities of
students aged 12-14 years given to questions concerning the acquisition
and use of algebraic language, on one hand, and the use and understanding
of registers or systems of representaton in the case of algebraic expressions
and linear equations, on other hand, are analyzed.

The goal of this research is to get information enough to elaborate a
curriculum for the teaching/learning of algebra in the first cycle of the
Secondary School.

From this perspective we designed a local theoretical framework and
a Categorical System.

Finally the paper will present some of the considerations relating to
early stages concerning to the acqisition of algebraic language in this
educative cycle.
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La investigacion en Lenguaje Algebraico

Las diferentes investigaciones en Lenguaje Algebraico siguen
actualmente buscando respuestas a los interrogantes planteados por Kieran
en 1992 en torno a la naturaleza del algebra y a los procesos de
pensamiento  implicados, vya que las dificultades que Ila
ensefianza/aprendizaje del &lgebra escolar ha generado ha sido enorme,
tanto desde la perspectiva del investigador como del profesor y los
problemas que plantea no han sido resueltos y lo que debe ser ensefiado y
aprendido en Algebra sigue adn por determinar.

El proposito general de esta investigacion que presentamos es
determinar las dificultades, obstaculos y errores que tienen los alumnos de
la Ensefianza Secundaria Obligatoria (ESO), para comprender y trabajar
con objetos matematicos relativos al pensamiento algebraico, siendo uno de
los objetivos finales elaborar, en el marco de los resultados obtenidos, una
Propuesta Curricular para el lenguaje algebraico.

El problema en el que centramos la investigacion tiene que ver, por

tanto, con:

e La deteccion de dificultades, obstaculos y errores que tienen los alumnos
de la ESO para comprender y trabajar con objetos matematicos relativos
al pensamiento algebraico.

e El estudio de las habilidades cognitivas operacionales y conceptuales en
los procesos de adquisicion y uso del lenguaje algebraico.

e El estudio del uso y comprension de los registros o sistemas de
representacion utilizados en dos topicos concretos: expresiones
algebraicas y ecuaciones lineales.

En el estudio del lenguaje algebraico se aborda el problema desde
una perspectiva global, donde el conocimiento algebraico puede ser
representado bajo diferentes registros semioticos, aceptando que las
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operaciones de cambio entre ellos constituye una operacion cognitiva
basica y que la naturaleza abstracta del lenguaje algebraico debe ser
entendida como un proceso caracterizado por diferentes etapas, reflejadas
en los diferentes estadios de desarrollo que se dan en los sistemas de
representacion cognitivos, que se caracterizan como estadios semiotico,
estructural y autbnomo. Es en este desarrollo donde debemos entender la
construccion del conocimiento conceptual y procedimental del algebra.

Las dificultades asociadas al aprendizaje del lenguaje algebraico de
los alumnos de la ESO no ofrecen duda. Estas dificultades se traducen en
errores y estos se producen por causas muy diversas. Es util, desde la
perspectiva de la investigacion y de la ensefianza-aprendizaje, tener
elementos de analisis de estos errores, para determinar la naturaleza de los
mismos, entender al alumno, descubrir sus conocimientos subyacentes y
disefiar tareas que apoyen la construccion del pensamiento algebraico.

Centrandonos en la blsqueda de las causas que originan las
dificultades en el inicio del aprendizaje del algebra, se estudian, por una
parte, las operaciones, procesos y estrategias que realiza el sujeto cuando
aprende o sea cuando adquiere, organiza, elabora y recupera conocimientos
del lenguaje algebraico, y por otra, el potenciar el control y la toma de
conciencia de los procesos cognitivos del alumno en el aprendizaje de
dicho lenguaje. De ahi que consideremos que la falta de habilidad de los
estudiantes en la adquisicion del lenguaje algebraico puede estar
relacionada con multiples factores.

Se plantea como problema concreto el estudio de las habilidades
cognitivas en los procesos de adquisicion y uso del lenguaje algebraico y
también del uso y comprension de los registros o sistemas de
representacion utilizados en dos topicos concretos: expresiones algebraicas

y ecuaciones lineales.
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Es necesario conectar los dos caminos esenciales del objeto
algebraico, las habilidades cognitivas de caracter operacional y las
habilidades cognitivas de caracter conceptual, y se investiga en el ambito
escolar habitual de alumnos de 12-14 afos, "explorando” el acercamiento al
lenguaje algebraico, subrayando las posibilidades que aparecen al
introducir nuevos recursos de ensefianza e instrumentos de observacion.

Por tanto, la investigacion de estos topicos, expresiones algebraicas y
ecuaciones lineales, tiene que considerar el aprendizaje de los conceptos
como el resultado de las relaciones entre el contenido, el alumno vy el
profesor, y todo ello dentro de un contexto social pues no se puede olvidar
su influencia.

Para dar respuesta a un estudio de esta naturaleza la investigacion se
plantea tres objetivos principales:
¢ Estudiar los aspectos cognitivos (Habilidades cognitivas de caracter
operacional (HCCO) y habilidades cognitivas de caracter conceptual
(HCCC) més relevantes), del pensamiento algebraico con alumnos de 12 a
14 afos.
¢ Estudiar y organizar las dificultades, obstaculos y errores que se dan en
el aprendizaje del lenguaje algebraico.
¢ Elaborar una propuesta curricular “global” del algebra que facilite el

inicio del aprendizaje del algebra.

Marco conceptual

El problema y los objetivos de la investigacion se desarrollan en un
marco conceptual, que en este caso se realiza considerando los signos con
significado algebraico, la nocion de comprension y los sistemas de
representacion y las dificultades, obstaculos y errores en el aprendizaje del

algebra.
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Los signos con significado algebraico

Para que el método algebraico se pueda incorporar como algo
natural, es necesario que, ademas de cambiar los simbolos, se produzca un
cambio en su significado, es decir, que no se haga solamente una
sustitucion de los numeros por letras, sino que se realice el paso de
nimeros a variables y para ello hay que realizar un cambio, tanto de
simbolos como de significado. A menudo, el cambio se produce
unicamente en los simbolos y solo se realiza el paso de nimeros a letras.

Es evidente que la aplicacion del algebra a problemas es dificil para
muchos alumnos y es preciso hallar formas para que los alumnos sean
capaces de manifestar esas dificultades y éstas puedan ser discutidas.

Muchas de las dificultades son debidas a la significacion que poseen
las letras, siendo una de las mayores dificultades con que se encuentran los
alumnos, la del uso y significado de las mismas, y de ahi que se piense que
las dificultades del algebra se deben a la naturaleza abstracta de los
elementos utilizados (Collis, 1975).

El nivel de comprension del Algebra esta muy relacionado con la
progresion que se sigue en la utilizacion de las letras. Kiichemann (1981)
sefiala que las consideraciones acerca de la compresion del Algebra de los
nimeros implican el desarrollo de las habilidades de interpretar y
manipular letras y otros simbolos y hace una clasificacion de las distintas
interpretaciones dadas a las letras por los nifios. Identifica seis categorias
en el uso de las letras: 1) evaluada; 2) ignorada, no utilizada; 3) como
objeto; 4) como incognita especifica; 5) como ndmero generalizado y 6)
como variable. Las categorias 4, 5 y 6 podrian representar diferentes usos
tedricos de las letras en algebra, mientras que las categorias 1, 2 y 3,
podrian estar indicando maneras que tiene los nifios de interpretar las letras,

dificultando asi la comprension tedrica formal implicita en el tépico.
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Con referencia al signo igual (=), sabemos que hay muchas
situaciones en las que las notaciones algebraicas y aritméticas tienen
apariencia similar pero significados muy diferentes. Esto hace que sea muy
dificil distinguir unas de otras. En el caso del signo igual las repercusiones
didacticas tienen mucha importancia. En aritmética se entiende como una
accion fisica. Es usado para conectar un problema con su resultado
numérico; se utiliza casi siempre con caracter unidireccional, a la izquierda
se indica la operacion y a la derecha se pone el resultado numérico.

Ce__9

Los alumnos trasladan a veces este significado del signo al
algebra y lo confunden con el “=" de la ecuacion.

En lo que se refiere a la maduracién del concepto de igualdad, se
presenta un cambio conceptual mas critico. A diferencia de la situacion con
otros valores simbolicos, este cambio claramente implica la extension de un
concepto existente mas que la adquisicion de uno completamente nuevo,
especialmente porque las caracteristicas de “=" en aritmeética y en
ecuaciones algebraicas, comparten la misma notacién.

La presencia en el algebra del signo (=) como sefial de accion no
tiende a desaparecer. Sin embargo, el signo igual tiene en algebra un
caracter bidireccional, es decir, hay que verlo actuar tanto de izquierda a
derecha como de derecha a izquierda. Aparece asi un cambio importante.
Por tanto, para simbolizar en Algebra es necesario haber realizado un
verdadero cambio conceptual en el uso del signo igual, manteniendo al
mismo tiempo el que tenia en aritmética, ya que la notacion utilizada en
ambos casos es la misma.

A nivel de secundaria, algunos experimentos (Herscovics y Kieran,
1980; Kieran, 1980), permiten afirmar que la interpretacion que los nifios
dan al signo igual, estd méas evolucionada que en los niveles de Infantil y
Primaria y tiende a ser mas en términos de simbolo de relacion que como

una “sefial para hacer algo”.
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En los procesos de sustitucion formal que conducen de “3 x 5 =5 x
3”a“a.b=b.a”, ola verificacion de que si x> - 5 x + 6 = 0, es satisfecha
por x = 3, sustituyendo x por 3, son procesos formales. La sustitucion
formal, sin embargo, se extiende mas alla. De la identidad (a +b) . (a - b) =
a2 - b?, al reemplazar “a” por “a + ¢’y “b” por “b + d”, se obtiene, “(a + ¢ +
b+d)(@+c-b-d)=(a+c)?-(b+d)?>, donde variables de una expresion
son sustituidas por expresiones mas complejas que son nuevamente
variables.

Estas transformaciones algebraicas constituyen un poderoso
instrumento de calculo algebraico que estd a mitad de camino entre lo
puramente formal y un conocimiento explicito de su significado.

La sustitucion formal es un instrumento de calculo algebraico
importante a causa de su amplio campo de aplicaciones, que se manifiesta
en diferentes procesos matematicos tales como: generalizacion,
simplificacion, eliminacién, complicacion estructural, y particularizacion.

El camino hacia la sustitucion formal debe comenzar con pasos
seguros en medio de un progreso deliberadamente lento. La organizacion
de las instrucciones en esqguemas semejantes a un pequefio ordenador puede
facilitar la comprension. Si queremos leer (a + b) (a - b), como producto de
la suma de ay by de la diferencia de a y b, el uso de diagramas no lineales

puede ser un estado intermedio que ayude en este sentido.

a+b

—c
Z>©—>a—b

(a+h)(a-h)
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Con referencia a los simbolos de las operaciones consideramos
expresar que los simbolos son un recurso que permite denotar y manipular
abstracciones. Una de las teorias iniciales de los estudiantes sera el
reconocimiento de la naturaleza y significado de los simbolos para poder
comprender cdmo operar con ellos y como interpretar los resultados. Este
conocimiento les permitira la transferencia de conocimiento aritmético
hasta el algebra, aceptando las diferencias entre ambos. En Aritmética los
signos de operacion indican una accién que se va a realizar con nameros, y
que da como resultado otro namero, por tanto, dar un significado a estos
signos, es dar un procedimiento que permita llegar a la respuesta. En
Algebra tienen un caréacter de “representacion”, ya que indican operaciones
que no siempre tienen por qué realizarse y pueden quedar indicadas como
operaciones “‘en potencia”.

En orden a trabajar con valores simbdlicos, el estudiante necesita
ampliar el concepto de notacion usado para las operaciones aritméticas. En
Aritmetica, la concatenacion es usada en la notacion “cada lugar”, un valor.

Esto conduce al error tipico en Algebra de la concatenacion.

La nocidén de comprension y los sistemas de representacion

Desde el punto de vista de la Didactica de las Matemaéticas hay dos
preguntas béasicas que se plantean cada vez de forma mas acuciante: ;Qué
procedimientos espontaneos utilizamos para matematizar? ;Coémo hacer
Matematicas de forma que sea un lenguaje semantico o sea que digan algo,
que nos den informacién sobre el mundo que nos rodea?

Resnick y Ford (1981) dedican una gran parte de su libro a justificar
la importancia de desarrollar las Matematicas como comprension
conceptual frente a las ideas asociacionistas que desarrollaban una
Matemaética como calculo.

La comprensién es asimismo un tema intensamente tratado por los
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psicologos y relacionado con la competencia intelectual (Nickerson,
Perkins y Smith, 1987) y, a su vez, con las representaciones.

Las representaciones y su papel en el aprendizaje de las Matematicas
constituyen una importante linea de investigacion (Resnick y Ford, 1981).
Entre las razones de su importancia podriamos citar, fundamentalmente,
dos: la primera tiene que ver con las propias Matematicas, en las que las
representaciones son algo inherente a ellas, y la otra es de tipo psicologico,
ya que las representaciones mejoran notablemente la comprension en los
alumnos (Paivio, 1978; De Vega, 1984).

Diferentes han sido las interpretaciones dadas a la palabra
representacion en relacion al aprendizaje, a la ensefianza y al desarrollo de
las Matematicas.

Destacamos la importancia de las representaciones para la formacion
adecuada de conceptos; en este sentido diversos investigadores, Janvier
(1987), Hiebert (1988), Kaput (1987, 1991), Duval (1993, 1995), han
realizado experimentos y desarrollado aspectos teoricos, con la intencién
de aclarar los mecanismos de articulacion que se dan dentro de un proceso
de comprension del conocimiento.

Indicamos aqui fundamentalmente las investigaciones de Kaput y
Duval.

Kaput (1987, 1991) desarrolla un acercamiento tedrico para explicar
el uso de los simbolos matematicos.

Kaput (1987) sefiala que cualquier sistema de representacion
semiotico (SRS) se ocupa al menos de cuatro fuentes de significado:

1. Las traslaciones entre SRS formales, por ejemplo, las traslaciones
entre los sistemas de representacion formal aritmético y formal algebraico.

2. Las traslaciones entre SRS no formales y formales, por ejemplo,
las traslaciones entre representaciones mediante el lenguaje natural, las

representaciones fisicas, las representaciones geomeétricas, los diagramas,
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etc. y la representacion formal algebraica.

3. Las transformaciones y operaciones dentro de un mismo SRS, sin
referencia a ningun otro SRS; por ejemplo, las transformaciones y
operaciones dentro del sistema de representacion formal algebraico, sin
otro significado referencial que si mismo.

4. La consolidacién a través de la construccion de objetos mentales
mediante acciones, procedimientos y conceptos que se dan en los SR S
intermedios, creados durante el desarrollo de la secuencia de ensefianza.
Estos SRS intermedios se integran en SRS més abstractos y sirven de base
para nuevas acciones, procedimientos y conceptos en un nivel de
generalizacion mayor (a veces denominado: ‘“abstraccion reflexiva”,
“encapsulacion”, “reificacion”, “generalizacion”, etc.).

Duval (1993, 1995) afirma que la actividad de conversion de un
registro a otro, va a provocar el conocimiento. Este autor realiza un trabajo
teorico, coherente y unificador de los diferentes acercamientos tedricos, a
las representaciones.

Duval (1993) caracteriza un sistema semiotico como registro de
representacion, si permite tres actividades cognitivas relacionadas con la
semiosis:

1) La presencia de una representacion identificable...

2) la transformacion de la representacion dentro del mismo registro
donde ha sido formada...

3) La conversion de una representacion en otra representacion de
otro registro en la que se conserva la totalidad o parte del significado de la

representacion inicial...

Dificultades, obstaculos y errores en el aprendizaje del Algebra
El aprendizaje del &lgebra escolar genera muchas dificultades a los

alumnos y estas dificultades son de naturaleza diferente, y tienen que ver
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con la complejidad de los objetos del algebra, con los procesos de
pensamiento algebraico, con el desarrollo cognitivo de los alumnos, con los
métodos de ensefianza y con actitudes afectivas y emocionales hacia el
algebra.

Estas dificultades de procedencia distinta se conectan y refuerzan en
redes complejas que se concretan en la practica en forma de obstaculos y se
manifiestan en los alumnos, mediante errores.

Dificultades

Pueden abordarse desde varias perspectivas.

Asociadas a la complejidad de los objetos del algebra, observamos
como eéstos operan a dos niveles, el nivel semantico - los signos son dados
con un significado claro y preciso -, y el nivel sintactico - los signos pueden
ser operados mediante reglas sin referencia directa a ningun significado -.
Son estos dos aspectos los que ponen de manifiesto la naturaleza abstracta
y la complejidad de los conceptos matematicos.

Asociadas a los procesos de pensamiento en algebra también se
observa que se ponen de manifiesto en la naturaleza l6gica del algebra y en
las rupturas que se dan necesariamente en relacion a los modos de
pensamiento algebraico.

Asociadas a los procesos de ensefianza desarrollados para el
aprendizaje del algebra tienen que ver con la institucion escolar, con el
curriculo y con los métodos de ensefianza de la misma.

Asociadas a los procesos de desarrollo cognitivo de los alumnos
tienen que ver con los estadios generales del desarrollo intelectual,
representado cada uno de ellos por un modo caracteristico de razonamiento
y por unas tareas especificas de algebra que los alumnos son capaces de

hacer.
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Asociadas a actitudes afectivas y emocionales sabemos de las
dificultades de muchos estudiantes hacia el algebra. Por ejemplo, muchos
tienen sentimientos de tension y miedo hacia el algebra.

Obstaculos

La consideracion gque se hace de obstaculo es la de un conocimiento
adquirido, no una falta de conocimiento, es algo que se conoce
positivamente, 0 sea, esta constituyendo un conocimiento.

Tiene un dominio de eficacia. ElI alumno lo utiliza para producir
respuestas adaptadas en un cierto contexto en el que el dominio de ese
conocimiento es eficaz y adecuado.

Cuando se usa este conocimiento fuera de ese contexto genera
respuestas inadecuadas, incluso incorrectas; el dominio resulta falso.

Es resistente, y resultara mas resistente cuanto mejor adquirido esté,
0 cuanto mas haya demostrado su eficacia y su potencia en el anterior
dominio de validez. Es indispensable identificarlo e incorporar su rechazo
en el nuevo saber. Después de haber notado su inexactitud, continda
manifestandolo esporadicamente.

La reflexion sobre las investigaciones relacionadas con este tema
(Bachelard, 1938, Brousseau, 1983, Herscovics, 1989, Tall, 1989, entre
otros), ha permitido hacer una propuesta de organizacion posible y util de

los obstaculos:

OBSTACULOS DIDACTICOS )
OBSTACULOS

OBSTACULOS
EPISTEMOLOGICOS COGNITIVOS
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El desarrollo del pensamiento matematico esta lleno de obstaculos
caracterizados como epistemologicos. Sin embargo éstos no estan
especificados en términos de experiencia de ensefianzas regladas y
organizadas en el sistema educativo; no obstante, aceptamos que tales
organizaciones de las Matematicas en el sistema escolar pueden originar
obstaculos que podemos caracterizar como didacticos. Ahora bien, la
adquisicion por parte del alumno de nuevos esquemas conceptuales esta
salpicado de obstaculos que podemos considerar cognitivos.

La presencia de obstaculos epistemologicos fuera de los obstaculos
cognitivos, se justifica por la impresion de que los obstaculos
epistemologicos deben su existencia a la aparicion y resistencia de ciertos
conceptos matematicos a lo largo de la historia, asi como la observacion de
conceptos analogos en los alumnos, mas que a la confirmacién de la
resistencia de esas concepciones en los alumnos de hoy. Esta condicion
parece esencial, por la disparidad de las hormas que rigen la construccion
del conocimiento matematico en la historia y la construccion del
conocimiento matematico en el contexto escolar; el analisis histérico puede
ayudar al didactico en su busqueda de nucleos de resistencia al aprendizaje
matematico, pero no puede, en ningun caso, aportar por si solo la prueba de
la existencia de tal o cual obstaculo para los alumnos.

Errores

Basandonos en la profundizacién de las investigaciones (Matz, 1980,
Booth, 1984, entre otros) y de los resultados de nuestros estudios
empiricos, se elaboro la siguiente organizacion de los errores:

1) Errores del algebra que estan en la aritmética:

- Errores relativos al mal uso de la propiedad distributiva.
- Errores relativos al uso de reciprocos.

- Errores de cancelacion.
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2) Errores de Algebra debidos a las caracteristicas propias del
lenguaje algebraico.

€9

- el sentido del signo en su paso de la aritmética al algebra
- la sustitucion formal.

La investigacion pretende profundizar méas en el origen y causa de

los errores y propone revisarlos desde dos puntos de vista: las dificultades

inherentes al aprendizaje de las Matematicas y los obstaculos en el sentido

anteriormente caracterizado.

Disefio y metodologia de la investigacion

La investigacion no se enmarca en un paradigma Unico, Sino que se
situa entre dos perspectivas: a) La interpretativa, con la que se pretende
conseguir una mayor comprension de las situaciones y relaciones
establecidas, a la vez que permite dar respuesta a los interrogantes de
coémo los sujetos perciben, interpretan, modifican y construyen los objetos
matematicos considerados; b) La analitica, con el fin de reducir el
fendbmeno que se estudia a dimensiones objetivables, susceptibles de
medicion, analisis estadistico y control experimental, y pretende una
complementacién entre ambos paradigmas. Por eso se conjuga el disefio de
instruccidn, con el disefio de un test de habilidades algebraicas, asi como el
disefio de protocolos no cerrados para entrevistas estructuradas con los
alumnos seleccionados.

Se trata de una investigacion aplicada en la que se intenta resolver un
problema practico, la basqueda de causas que originan las dificultades en el
inicio del aprendizaje del Algebra desde tres ambitos diferentes: cognitivo,
curricular y de implementacion didactica, con el fin de transformar las

condiciones de la accién didactica y mejorar la calidad educativa.
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Se propone establecer las dificultades que plantea y las posibilidades
que tiene una propuesta inicial de ensefianza/aprendizaje del Algebra,
desde la perspectiva global, que incorpora diferentes registros
yuxtapuestos, como el sistema de representacion visual/geométrico
(SRVG) donde las letras son consideradas como objetos geométricos, es
decir, se propone el uso de diferentes fuentes de significados articulados,
que faciliten la comprension del lenguaje algebraico.

Al tener como uno de los problemas de estudio las habilidades
cognitivas operacionales y conceptuales en los procesos de adquisicion y
uso del lenguaje algebraico y del uso y comprension de los sistemas de
representacion, utilizados en el marco de una situacion de ensefianza, se
necesita la elaboracion de un Sistema de Categorias que permita analizar
los contenidos desarrollados en el aula y valorar la comprension de los

alumnos con relacion a los mismos.

Focos de la Investigacion

Para conseguir los objetivos planteados la investigacion se organiza
en torno a dos focos:

FOCO |

Se centra en la busqueda de las diferentes causas que originan las
dificultades que los alumnos manifiestan en el uso del lenguaje algebraico,
en general, y en el paso de la aritmética al algebra para los alumnos de 12-
13 afos. Para ello se consideran diferentes aspectos de investigacion y se
analizan: Las propuestas curriculares oficiales y libros de texto; Las
dificultades observadas en multiples investigaciones; El tipo de habilidades
operacionales y conceptuales que manifiestan los alumnos en el trabajo en
el lenguaje algebraico (se utiliza como material sus textos y se elabora un
primer cuestionario); Las dificultades operacionales y conceptuales que

manifiestan los alumnos en el trabajo en el lenguaje algebraico; La
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influencia de los métodos y procedimientos de estudio del lenguaje
algebraico que practican los alumnos; Las posibilidades que tienen otras
representaciones semioticas para el trabajo con el lenguaje algebraico.

Los procedimientos de recogida de informacion son en un principio
la administracion de cuestionarios a diferentes poblaciones, y luego, la
elaboracion de un pre-postest.

FOCO II

Se centra en el analisis de las potencialidades y dificultades que
aportan los modelos DISEA (disefio de instruccion para las expresiones
algebraicas) y DISEC (disefio de instruccion para el planteamiento y
resolucion de ecuaciones algebraicas).

El disefio de instruccion elaborado dentro del Marco Teorico
indicado tiene un enfoque sintactico - semantico apoyandose en los
sistemas de representacion visual/geométrico y el de la balanza, que actian
en yuxtaposicion al sistema de representacion formal algebraico y plantea
la ensefianza/aprendizaje de Algebra en términos de conversion de
registros.

Por una parte se utilizara este disefio como elemento de
instruccion y por otra, como elemento de investigacion.

Los modelos DISEA y DISEC permiten situar al alumno en el uso de
diferentes sistemas de representacion (Duval) y diferentes fuentes de
significado (Kaput), en un marco constructivista del aprendizaje del
lenguaje algebraico, lo que nos facilitara la observacion, analisis y
valoracion de las influencias del modelo, y las dificultades, obstaculos y
errores que tienen los alumnos, en un proceso de ensefianza/aprendizaje del

algebra.

Poblacién
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La experimentacion en la Isla de Tenerife se lleva a cabo en tres
Centros (dos puablicos y uno privado-concertado), situados en la Ciudades
de La Laguna y Tejina, que proporcionaron 13 aulas para investigar. El

numero total de sujetos es de 455.

Técnicas de recogida de datos

Como se realiza un estudio cuantitativo y otro cualitativo las técnicas
de recogidas de datos se agrupan en torno a estos estudios, resultando: a)
para el cuantitativo, los cuestionarios y test y para el cualitativo: las
audiograbaciones y las entrevistas individuales videograbadas, para
analizar las habilidades conceptuales y operacionales de los alumnos

durante la adquisicion del lenguaje algebraico.

El Sistema Categorial.

El sistema categorial que se ha establecido esta en torno a:
Categorias de implementacion didactica (CID.) para analizar el aula;
Categorias de contenido algebraico (CCA) para analizar los contenidos
desarrollados y Categorias de Habilidades Algebraicas (CHA.) que
permiten analizar y valorar la comprension de los alumnos de los
contenidos desarrollados.

Las categorias de implementacion didactica (C ID.) se organizan, de

acuerdo con el modelo de ensefianza/aprendizaje, segun la siguiente tabla:

Fases del proceso de Categorias de Implementacion Didactica
enseflanza/aprendizaje (C.1.D.)
Profesor Alumno
Presentacion/observacion | Motivacion. Cuestiones 0 preguntas
Exposicion. de los alumnos.
Respuestas de  los
alumnos.
Exploracion/indagacion. | Cuestiones 0|Cuestiones 0 preguntas
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preguntas del de los alumnos.
Profesor. Respuestas de  los
Respuestas del |alumnos.
Profesor.
Representaciones Actividades. Respuestas de  los
semidticas. Cuestiones o |alumnos.
Representaciones preguntas del |Cuestiones o preguntas
mentales. Profesor. de los alumnos.
Respuestas del | Interacciones.
Profesor.
Interacciones.
Integracion. Sintesis. Respuestas de  los
Reflexion. alumnos.
Interacciones.
Con las categorias de contenido algebraico (C. C. A),

analizaremos y organizaremos la estructura especifica de los conocimientos
algebraicos a tratar y la secuencia de ensefianza que los desarrolla. Este
nivel de categorias es Util tanto para la organizacion previa del trabajo del
profesor como para la puesta en practica del mismo, marcando distintos
pasos en la articulacion de los contenidos que permite por tanto una
planificacion inicial y, posteriormente, analizar el desarrollo del contenido
en la clase, lo que hace posible no sélo comparar las fases de planificacion
y desarrollo sino sacar conclusiones para la organizacion curricular del
tema tratado.

Los contenidos a tratar en esta investigacion se organizan en torno a
dos topicos: expresiones algebraicas y planteo y resolucion de ecuaciones
lineales con una incognita, a los que se han asignado categorias y que son:

Categorias de contenido algebraico
(CCA) Expresiones algebraicas

Categorias de contenido algebraico
(CCA) Ecuaciones lineales

Contenido:

Expresiones numéricas y algebraicas.
Representaciones semioticas.

Operaciones con expresiones

numéricas y algebraicas.

Propiedades: distributiva.

Contenido:

- Plantear ecuaciones en diferentes
registros.

- Resolucién de ecuaciones dadas en
diferentes registros.

- Plantear y resolver ecuaciones en
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- Sustitucion formal textos
aditivos y multiplicativos

Expresion mediante variables (letras)
propiedades o relaciones.
Valor numérico de

algebraicas.

con

expresiones

Categorias

- Uso e interpretacion de letras.
- Uso e interpretacion de signos.
- Representaciones semidticas

- Operatividad Basica.

- Calculos.

problemas de enunciado verbal.

Categorias

- Uso e interpretacion de los signos y
las letras: Signo igual, signo negativo
en los coeficientes de la ecuacion.
- Representaciones semidticas:
Lenguaje Habitual, Sistema de
Representacion Visual Geomeétrico,
Sistema de representacion  del
equilibrio con la Balanza vy
Representacion Formal.
- Procedimientos de resolucion de
ecuaciones lineales con una incognita:
Procedimientos de resolucion en: “x +
b=c”, “ax=b"y“ax+b=cx+d".
- Reconocimiento e interpretacion de
estructuras: Reconocimiento e
interpretacion de expresiones
equivalentes expresadas en el mismo
y en distintos registros.
Reconocimiento e interpretacion de

las soluciones (positivas y negativas).

Para analizar la comprension de las expresiones algebraicas y la

resolucion de ecuaciones, establecemos las categorias de habilidades

algebraicas.

Frente a las propuestas de ensefianza/aprendizaje del Algebra basadas

especialmente en procedimientos algoritmicos, nosotros proponemos una

ensefianza/aprendizaje que conjugue

como de procedimiento, en un marco

tanto la representacion conceptual

de interpretacion del Algebra como

lenguaje. Por ello las categorias de habilidades algebraicas, se organizan en

torno a los dos nicleos: Expresiones

Algebraicas y Ecuaciones Lineales.

Las categorias se han concretado en sus descriptores que facilitan el

andlisis de las mismas, y que son:

Habilidades cognitivas de caracter

operacional (H.C.C.0.) y Habilidades cognitivas de caracter conceptual

(H.C.C.C.) y que permiten estudiar la comprensién, tanto de los aspectos
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conceptuales como de procedimiento, asi como las interacciones entre

ambos.

Las Categorias de Habilidades para Expresiones Algebraicas son:

EXPRESIONES ALGEBRAICAS

H.C.C.O.

H.C.C.C.

O] Realizar operaciones
aritméticas en general o con letras
sin utilizar paréntesis.

O> Realizar operaciones con
paréntesis en contextos aditivos y
multiplicativos, con  especial
atencion a las denotaciones del
paréntesis

O3 Hacer sustituciones formales
referidas tanto a los procesos de
particularizar como a generalizar.

C1 Hacer conversiones entre los
diferentes registros, con especial
atencion a las designaciones del
paréntesis en el registro formal.

C. Contextualizar el lenguaje
algebraico en general y en
particular las letras como objetos
geométricos 'y como nudmero
generalizado en contextos de area y
perimetro.

Cs Interpretar y comprender el

significado de los signos, las letras
y de las expresiones algebraicas,
incluyendo en particular el uso del
signo igual.

Las categorias han sido caracterizadas cada una de ellas por una serie

de descriptores. A modo de ejemplo indicamos los descriptores de la

categoria C, de H.C.C.C. para expresiones algebraicas y que son:

DESCRIPTORES

EXPRESIONES ALGEBRAICAS H.C.C.C. CATEGORIA C;

C1

Hacer
conversiones entre
los diferentes
registros, con
especial atencion a
las  designaciones
del paréntesis en el
registro formal.

e Regqistros de representacion:

e Modos de conversion entre
registros

Traduccion secuencial de acciones y relaciones
dadas en un registro (verbal).

Otros.
e Ultilizacion de registros personales o numéricos.
e Concordancia o no con las transformaciones en
un registro y sus conversiones en el otro registro.
* La visualizacion simplificada como un
registro intermedio.
Las representaciones en el S.R.V.G.

los diferentes
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Analogamente estdn determinadas las categorias relativas a las

habilidades cognitivas de caracter operacional y conceptual relativo a las

ecuaciones.
ECUACIONES
H.C.C.O. H.C.C.C.
O: Uso de las reglas de|C: Conversiones del lenguaje
transformacion. habitual al Sistema de
Representacion Visual
Geomeétrico.

O2 Procedimientos de
resolucion en “x + b =c”. C2 Conversiones del lenguaje
habitual al  Sistema de
Representacion del Equilibrio

O3 Procedimientos de|con la Balanza.
resolucion en “ax =b”.
Cs Conversiones del lenguaje
habitual al lenguaje algebraico.

O4 Procedimientos de
resolucion en “ax + b=cx +d”. |Cs Conversiones del lenguaje
algebraico al Sistema de
Representacion Visual

Os Signos negativos en los|Geomeétrico.
coeficientes de la ecuacion.
Cs Conversiones del lenguaje
algebraico al Sistema de

Os Comprobacion e|Representacion del Equilibrio
interpretacion de las soluciones|con la Balanza.
de la ecuacién (positivas y
negativas). Cs Reconocimiento de
expresiones equivalentes
expresadas en distintos
lenguajes.

Cs Interpretacion y

€69

comprension del signo “=".
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Una propuesta de ensefianza del algebra

En este marco de referencia, la propuesta que se hace para la
ensefianza del Algebra parte de:

- dotar a estos sistemas de representacion de diferentes fuentes de
significado, en el sentido de Kaput (1987).

- la aceptacion de la tesis de Duval (1993) en el sentido que un objeto
algebraico dificilmente puede interiorizarse sin reunir diversas
representaciones del mismo, y ademas se propone:

* Realizar la instruccion en términos de conversion entre los cuatro
sistemas de representacion: habitual, aritmético, algebraico y geométrico.

* Ampliar las fuentes de significados para el lenguaje algebraico a
SRS de procedencia visual (registros geométricos) (Palarea y Socas, 1994).
Ademés de la perspectiva numérica reflejada en los curriculos de
Matematicas para Secundaria, aparece la necesidad de considerar las letras
con sentido algebraico, como cantidad de una magnitud geométrica (Socas
y Palarea, 1997), quedando determinada las fuentes de significado para el

Algebra de la siguiente forma:

FUENTES DE SIGNIFICADO PARA EL ALGEBRA

Registros formales NUmeros y operaciones
(SRS formal algebraico) (SRS formal aritmético)
Registros geometricos Situaciones reales que
(SRS visual geométrico) involucran cantidades y relaciones

(la base mayor del trapecio corresponde a sistemas de representacion
semioticos analdgicos, con fuerte componente semantica, y la base menor
del trapecio corresponde a sistemas de representacion semioticos de

carécter digital).
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Lo que se investiga es la potencialidad que supone utilizar no sélo

los nameros y operaciones sino el objeto geométrico como una

representacion semidtica.
Asimismo la conexion entre los sistemas de representacion

semidticos utilizados se presenta asi, en términos de la tesis de Duval:

Objeto cognitivo representado

Transformacién

\\

Noesis
Representacion Representacion
mental R . mental
v t Semiosis t v Semiosis
SRS SRS.
visual-geometrico | Convefsion, | Formal-algebraico
(Anélc')glco) (Digital)
(Semantico- | fGnvefsion (Semantico-  [Transformacion
sintactico) sintactico)

v/

Objeto matematico

La Semiosis en términos de Duval es la aprehension o produccion de

una representacion semidtica, y la Noesis es la articulacion de varias

representaciones semioticas de los diferentes acercamientos teoricos, a las

representaciones.

Consideraciones finales
La elaboracién de un marco tedrico local, de un triple sistema de

categorias, de disefios de instruccion para expresiones algebraicas y
ecuaciones (DISEA y DISEC), de los instrumentos de evaluacion de

caracter local, nos permite:
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O Configurar un instrumento de andlisis y valoracion para las

relaciones que se producen en el sistema didactico profesor-alumno-
contenido, al trabajar las expresiones algebraicas y la resolucion de
ecuaciones.

¢ Elaborar un sistema de Categorias para la implementacion
didactica mediante las que organizar, analizar y valorar el disefio y
desarrollo de los DISEA y DISEC.

¢ Elaboracion, desarrollo y evaluacion de unos DISEA y DISEC que
han mostrado su viabilidad didactica y su potencial para investigar sobre la
comprension del lenguaje algebraico en términos de habilidades cognitivas
de caracter operacional y conceptual y analizar las dificultades, obstaculos
y errores en el aprendizaje del mismo.

Asimismo las téecnicas de ensefianza y estrategias de intervencion
utilizadas nos permiten la observacion de las interacciones que aportan,
referidas a: 1) Habilidades *cognitivas de caracter operacional, 2)
Habilidades cognitivas de caracter conceptual y 3) Habilidades
metacognitivas.

La investigacion parte necesariamente de diferentes supuestos
observados en la literatura y en nuestros trabajos empiricos que a modo de

sintesis concretamos en forma de consideraciones finales:

Los diferentes desarrollos del curriculo del algebra han ignorado el
enorme interés que los S.R.S. tienen en la construccion del conocimiento
algebraico y lo han considerado, en el mejor de los casos, como un afiadido
al proceso de conceptualizacion.

Los Sistemas de Representacion Semidticos ocupan un lugar central
en el aprendizaje del algebra donde la habilidad para cambiar de registros

constituye una capacidad matematica esencial.
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La falta de coordinacion de registros de las representaciones puede
ser el origen de muchas de las dificultades que presentan nuestros alumnos
en algebra y que ponen de manifiesto en los errores que cometen, sobre
todo los que tienen su origen en ausencia de significado y que estan
relacionados con las dificultades asociadas a la complejidad de los objetos
algebraicos y a los procesos de pensamiento algebraico.

Una comprension mejor de la aprehension de los objetos matematicos, es
decir, la construccion de los conceptos y procedimientos matematicos por
parte de los alumnos, precisa de una teoria del conocimiento que no sélo
organice y articule las redes conceptuales, sino que se apoye en una teoria
de la representacion (por ejemplo, Semiosis y Noesis), donde el
conocimiento del objeto matematico aparece como el invariante de las
diferentes representaciones semioticas.

Una propuesta de ensefianza-aprendizaje significativa del algebra ha de
ser presentada como un lenguaje que admite diferentes SRS que sirven de
fuente de significado para la misma.

Abordar el aprendizaje del lenguaje algebraico desde el uso de diferentes
SRS, permite analizar, desde una perspectiva cognitiva, las operaciones,
procesos Yy estrategias que utiliza el alumno cuando construye este
conocimiento, proporcionandole medios que le ayuden a reflexionar sobre
sus propios procesos cognitivos, ademas de facilitar las interacciones entre
el profesor, los estudiantes y el contenido.

Una propuesta curricular basada en los sistemas de representacion
favoreceria el clima relacional de la clase, esto es, serian mas positivas las
relaciones profesor-alumno, las relaciones de los alumnos entre si vy
mejoraria la disciplina en tanto que existiria un mayor grado de fluidez en

el desarrollo de las tareas.
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